MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

50. ROCNIK, skolsky rok 2000/2001
Zadania tuloh celostatneho kola kategorie P
1. sttazny den
Celostatne kolo 50. ro¢nika MO kategérie P sa kond v dnoch 4. — 7. 4. 2001.

Na riesenie uloh mate 4.5 hodiny ¢istého casu. RieSenie kazdého prikladu musi
obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inac):

e Popis riesenia, to znamena slovny popis pouzitého algoritmu, argu-
menty zdévodriujice jeho spravnost (pripadne dokaz spravnosti algo-
ritmu), diskusiu o efektivite vasho rieSenia (Casova a pamitova zlo-
zitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V ulohach P-III-1 a P-III-2 treba uviest dostato¢ne pod-
robny zapis algoritmu, najlepsie v tvare zdrojového textu najdolezi-
tejsich Casti programu v jazyku Pascal alebo C. Zo zapisu mozete vy-
nechat jednoduché operacie ako vstupy, vystupy, implementaciu jed-
noduchych matematickych vztahov a pod. V tlohe P-III-3 uvedte
namiesto zdrojového textu zapis dlazdicového programu.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a efektivita
zvoleného algoritmu.

P-I111-1 (Veze)

Pan Kasparov bol naruzivy hrac¢ sachu. Kedze mu c¢asto chybal rovnocenny pro-
tihra¢ a hrat sdm proti sebe ho uz nebavilo (vzdy si odhalil vSetky premyslené
pasce), vymyslel si nasledujicu hru: Na Sachovnici s rozmermi N x N treba
rozmiestnit N vezi tak, aby sa ziadne dve neohrozovali. Aby hra nebola az taka
jednoduché, je pre kazdt vezu uréeny obdlznik, do ktorého ju treba umiestnit.
Vasou tlohou je navrhnut algoritmus, ktory bude hratf tato hru. Na vstupe
dostane rozmer Sachovnice N (¢o je zaroven aj pocet vezi) a dalej popis N
obdlznikov. Jeden obdlznik je popisany $tvoricou ¢&isel A, Ay, Bz, By,1 < A, <
B, < N1 < Ay < By <N, kde A, A, st suradnice [avého horného rohu
obdlznika a B,, B, st stradnice pravého dolného rohu. Riadky ¢islujeme od 1
do N zhora dole, stipce od 1 do N zlava doprava. Na v§stup mé algoritmus
vypisat jedno Tubovolné pripustné rozloZenie vezi alebo podat spravu o tom, Ze
vyhovujice rozlozenie neexistuje.
Priklad 1:

Vstup: Vystup:

N=4 Vyhovuje napr. nasledovné
1111 rozmiestnenie vezi:

4444 (1a1)5 (474)5 (272)? (373)
1133

32414



Priklad 2:

Vstup: Vystup:
N=3 Vyhovujtice rozmiestnenie
vezl neexistuje.

P-111-2 (Nuly a jednotky)

Napiste program, ktory na vstupe dostane prirodzené ¢islo N a nadjde najmensie
prirodzené ¢islo x také, Ze x je delitelné ¢islom N a zaroven zapis ¢isla N v
desiatkovej sustave obsahuje iba cifry nula a jedna. V pripade, ze také cislo
neexistuje, vas program by o tom mal podat vhodnu spravu.

Napriklad pre N = 6 je hladanym ¢islom z ¢islo 1110.

P-111-3 (Dlazdice)

(Definicia dlazdicovych programov je rovnaka ako v krajskom kole, iba je v nej
navysSe vysvetlené, ako sa daju dlazdicové programy pouzivat na vypocet funkcii
[posledny odsek pred prikladom| a uvadza sa tam priklad takéhoto pouzitia.)

Najprv niekolko definicii: Dlazdice si rovnako velké Stvorce s ofarbenymi
hranami. Konkrétnemu priradeniu farieb hrandm dlazdice budeme hovorit typ
dlazdice a budeme ho zapisovat ako usporiadant stvoricu (I, p, h,d) udavajicu
farby v poradi lavej, pravej, hornej a dolnej hrany. Aby sme si ulah¢ili pracu,
budeme farby oznacovat réoznymi symbolmi — pismenami, ¢islami a podobne.
Dlazdica typu (1,2, 3,4) bude teda vyzerat nasledovne:

3
1 2
4

Priestor, ktory budeme dlazdif (budeme mu hovorit stena), mé tvar obdlznika
o velkosti m x n (m aj n st prirodzené ¢isla; jednotkou dlzky nech je dlzka hrany
dlazdice). Strany obdlznika st rozdelené na tseky jednotkovej dlzky a kazdému
useku je opit priradend farba. Nasim cielom je vydlaZdit stenu dlazdicami tak,
aby v kazdom z m - n jednotkovych stvorcov steny bola umiestena prave jedna
dlazdica, susedné dlazdice se dotykali vzdy hranami tej istej farby a rovnako
krajné dlazdice priliehali k okraju steny vzdy hranou takej farby, aka ma aj
prislusny tsek okraja steny. Dlazdice nie je povolené otacat.

Priklad:
stena s ofarbenim stran spravne vydlazdenie chybné vydlazdenie
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 3 3 3
1 1111 X 212 X 2|12 X 1111 X 2|1 X 2|1 X 2|1
4 2 1 4 4 4
4 2 1 3 3 3
2 2212 X414 X 1|1 X 2[22|1 X 21 X 2|1 X 2|2
1 1 1 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1



Pomocou dlazdenia moézeme lahko riesit tlohy, ktorych vysledkom je odpoved
ano alebo nie: zostavime vhodni mnozinu typov dlazdic (t4 je pre dany prob-
lém pevna — nezavisi na vstupe), vezmeme vhodne velku stenu, jej horny okraj
ofarbime podla vstupu nasho problému, ostatné okraje ponechdme jednofarebné
a budeme sa pytat, ¢i je tuto stenu mozné vydlazdit alebo nie. Pritom chceme,
aby tento vysledok bol zhodny s rieSsenim nasej tlohy.

Aby sme sa nemuseli zaoberat tym, ako presne velkii stenu méame zvolit
pre ten ¢i onen vstup tulohy, budeme Sirku steny volit vzdy rovnaku, ako je
dizka vstupu (horny okraj teda bude cely zaplneny vstupom), zatial ¢o vysku
steny pouzijeme najmensiu, pre ktoru existuje vydlazdenie s pouzitim nasej sady
dlazdic.

Ked tento sposob pocitania porovname s klasickym programovanim, zistime,
ze zvolend sada dlazdic tvori v nasom modeli nieco podobné programu a po-
trebna vyska steny vzdialene odpoveda dobe behu vypoc¢tu — budeme sa preto
snazit, aby v nasich rieSeniach bola ¢o najmensia.

Formalne povedané, dlazdicovy program je usporiadana Stvorica

D = (T, 1o, po, do),

kde T je kone¢na mnozina typov dlazdic {(l1,p1, h1,d1),. .., (lk, pk, bk, dr)} a lo,
po a do su okrajové farby. Rozhodovacou ulohou P(x) rozumieme tulohu zistit, ¢i
vstup x (konecné postupnost symbolov, resp. farieb z vopred urc¢enej konecnej
mnoziny) ma pozadovanu vlastnost P. Hovorime, ze dlazdicovy program riesi
rozhodovaciu ulohu P(x), ak plati, ze P(z) = ano préave vtedy, ked existuje v > 0
také, ze je mozné vydlazdif dlazdicami typov obsiahnutych v mnozine T stenu
velkosti |z| X v s hornou hranou ofarbenou vstupom « a lavou, pravou a dolnou
hranou ofarbenou postupne farbami lo, po a do. Z kazdého typu je mozné pouzit
Iubovolne mnoho dlazdic. Zlozitostou programu D pre dany vstup x nazveme
najmensie v, pre aké to je mozné; pokial také v neexistuje, a teda P(z) = nie,
definujeme zlozitost ako nulovi. Zlozitost programu je funkcia dizky vstupu n,
ktorej hodnota udava maximum zo zlozitosti programov pre jednotlivé vstupy
tejto dlzky.

Dlazdicové programy sa daju pouzivat nielen na riesenie rozhodovacich prob-
lémov, ale aj na vypocet hodnot funkcii. Vypocet funkcie f(z) totiz mozeme
Tahko previest na rozhodovaci problém P(z,y) = “je y = f(2)?”, o ktorom bu-
deme vediet, ze pre kazdé z bude P(x,y) platit prave pre jednu hodnotu y.
NavysSe mozeme dlazdicovému programu x a y zadat ako jeden vstup tak, Ze
farby dlazdic nebuda zodpovedat hodnotam, ale ich usporiadanym dvojiciam.
Priklad:

Zostrojme dlazdicovy program, ktory pre dané cislo zapisané v dvojkovej
sustave zrata dvojkovy zéapis tohto ¢isla vydeleného tromi (predpokladajme,
ze je delitelné 3 bez zvysku). Inymi slovami mame o danej postupnosti dvojic
(x1,Y1), .-+, (Tn,yn) zistit, i (y1,...,yn) = (T1,...,Zn) /3.

Riesenie zalozime na klasickom algoritme na pisomné delenie (ten nezavisi od
pouzitej ¢iselnej stustavy): zvolime zp = 0 a postupne pre vSetky k budeme ratat
hodnoty 2z, = (2 2zx—1 +xx) mod 3 a yr, = | (2 zk—1 + xx)/3]. Teraz dokdzeme
indukciou, ze pre kazdé k je

(21, mk) =3 (Y1, oY) + 21



Pre k = 0 rovnost plati. Ak plati pre k — 1, potom pre k dostavame:
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AT, Tp—1) F TR =
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Teraz staci zvolit si nasledujicu sadu dlazdic:

Xy
T=<XlaXb|;z,ye{0,1},a€{0,1,2},b=(2a+ =) mod 3,y = |(2a + =) /3|

lavy a pravy okraj budu mat farbu 0, spodny farbu e.

Z takychto dlazdic sa daja zlozit len jednoriadkové steny, lebo e nie je na
hornom okraji ziadnej dlazdice. V pripustnom vydlazdeni ma k-ta dlazdica na
svojom pravom okraji zp a pre dvojicu (zg,yr) na jej hornom okraji plati:
Yy = | (2 zx—1 + xx)/3]. Inymi slovami toto vydlazdenie zodpoveda presne hod-
notam vypocitanym nasim algoritmom, teda aj pozadovanému vysledku. Tym
je problém vyrieseny.

Stutazna tloha:

Zostrojte dlazdicovy program, ktory bude usporadivat postupnost nil a jedno-
tiek vzostupne, to znamen4, Ze na postupnost dvojic nial a jednotiek (z1,v1),. . .,
(Zn,yn) odpovie dno prave vtedy, ked y1,...,yn je postupnost, ktori dostaneme

vzostupnym usporiadanim postupnosti xi,...,x,, teda plati y1 < ... < y, a
postupnosti z a y obsahuju tie isté prvky, nanajvys v inom poradi.

Priklad:

Na postupnost (1,0),(0,0),(0,0),(1,1),(0,1),(1,1) program odpovie &dno, na
(1,1),(0,0) nie, na (1,0),(1,1) t aktlez nie.
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