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P-111-1

Najprv zavedme niekolko oznadeni. Ozna¢me X; i-ty stipec v matici X. Prvok v i-tom riadku
a j-tom stlpci oznacime x; ;. Nech v i-tom riadku matice X tvori prvych j prvkov postupnost,
do ktorej sa d4 za zoliky dosadit tak, aby bola neklesajica. Potom signatirou prvku x; ; v tejto
matici budeme nazyvat najmensie ¢islo, ktoré moézeme umiestnit v riadku 7 do (5 + 1). stlpca
tak, aby nebola porusend podmienka neklesajicosti. Signatara prvku z;; je teda najvicsie
(=posledné) ¢islo z tych prvkov x; 1, %9, . .., 2; j, ktoré nie s zolikmi, alebo 0, ak vSetky tieto
prvky st Zolikmi. Signatira stipca je utriedend, ak postupnost signatir prvkov od prvého riadku
po posledny je neklesajuca.

Predpokladajme teraz, Ze mame dané stipce A}, A, ..., A}, kde kazdy stlpec 4] je preu-
sporiadanim stlpca A4;. Maticu A* budeme nazjvat rozsirenim stipcov A}, A,, ..., A}, ak

e matica A* je rieSenim nasej tlohy (t.j. kazdy stipec A} je preusporiadanim stipca A; a v
matici A* mozno nahradit zoliky ¢islami tak, aby kazdy riadok bol neklesajuci),

e prvych k stlpcov matice A* sa zhoduje so stipcami A}, A, ..., Aj.

Predpokladajme, Ze uz sme nagli prvych k stlpcov riesenia A%, A} ..., A}, a Ze signattira
stlpca A, je utriedend. UkéZeme teraz, ako preusporiadat dalsi stipec.

Zotriedime vSetky nezolikové prvky v stlpci Aj,; od najmensicho po najvicsi a potom
postupne skiimame poli¢ka stlpca oddola nahor. Na policko a§7k 41 uloZime najvicsie doteraz
nepouzité &slo v stlpci, ak je aspon tak velké ako signatira a;- V opacnom pripade tam
polozime zolik a ak Zziaden Zolik nemame, vyhladsime, Ze matica sa ned& usporiadaf.

Vimnime si, Ze signatira stipca A} 41 Je tiez utriedend. Preto tento algoritmus moZeme
pouzif na postupné vygenerovanie vietkych stipcov matice.

Doékaz spravnosti. Je zrejmé, Ze ak sa naSmu algoritmu podari preusporiadat vietky stipce
matice, tak dostane maticu, ktord ma vsSetky riadky neklesajice (t.j. ndjde spravne riesenie).
Zostava dokéazat, Ze ak spravne rieSenie existuje, tak algoritmus ho aj najde, t.j. neskonci
netispechom na niektorom stlpci. Najskor dokazeme dve pomocné tvrdenia.

Tvrdenie 1. St dané stipce A}, AS, ..., A}, kde kazdy stlpec A/ je preusporiadanim stipca 4; a
signattira stipca A/, je utriedena. Ozna¢me A}, 41 breusporiadanie stipca Ay 1, ktoré dostaneme
nagim algoritmom. Potom, ak existuje rozsirenie stipcov A’ ..., A}, tak existuje aj rozsirenie
stipcov Af,..., A} ;.
Doékaz. Predpokladajme, Ze existuje rozsirenie A* stipcov A},..., A}. Mdzu nastat dva pri-
pady. Ak sa stlpec A} +1 zhoduje so stlpcom A, .1, potom matica A* je rozsirenim aj stipcov
Al, ..., A1, a teda nase tvrdenie automaticky plati. Predpokladajme teda, ze stlpce A} !
A1 sa nezhoduju.

Vezmime najspodnejsi riadok, v ktorom sa tieto stipce ligia; ozna¢me tento riadok j. Mézu
nastat dva pripady:



/ _ * . N 7 * , o . e i : / :
® a1 = *(a};, jeteda cislo). Cislo aj p+1 musi vyskytovat niekde vyssie v stlpci A}, ; a je
v ’ . td . v 7 . . . v .
ho mozné pridat namiesto zolika v j-tom riadku. To je ale v rozpore s nasim algoritmom,
ktory pouziva zoliky iba v pripade, Ze nemoze pouzif ¢islo. Tento pripad teda nemoze
nastat.

® ajy jecislo (a},,, je bud iné &islo, alebo Zolik). Stlpec Aj.; musi obsahovat &islo @ g1
na nejakom inom riadku 7, pri¢om i < j, lebo stipce A} 41 a A}, sa zhoduju na riadkoch
J+1...,m.

Vymenme riadky i a j v stlpcoch k + 1,...,n v matici A*; nazvime vyslednii maticu
A**. Dokéazeme, Ze matica A** je rieSenim nasho problému. Jediné miesto, kde by mohla
byt porusend podmienka, Ze riadky st neklesajice, je v riadku j za prvkom a3, alebo v
riadku i za prvkom a;}. V pripade riadku j, a7}, = aj;, = @}, a podmienka teda
nie je porusena, lebo prvok a;,k 41 pouzije v riadku j aj nas algoritmus.

Rozoberme teraz situdciu na riadku i. Ozname si w = a;; = aj;,,. VSimnime si,
-« . , Kk o evve ’ . /, Kk y

ze signattira prvku a}} je vécsia alebo rovna ako signatira prvku a;}, (z predpokladu, zZe
signattira stlpca k je utriedena). Ak prvok w je ¢islo a bolo ho mozné pouzit na riadku j, je

ho mozné pouzit aj na riadku 7. Ak prvok w je zolik, tak jeho signatira sa premiestnenim

.....

Ak sa stlpce Aprq a Ay, zhoduju, tvrdenie je dokdzané. V opacnom pripade pouZijeme
ten isty argument znova na maticu A**, az kym sa stlpce nebudi zhodovat (v kazdej iteracii
odstranime jednu nezhodu). O

Tvrdenie 2. St dané stipce A%, A, ..., A}, kde kazdy stlpec A/ je preusporiadanim stlpca A;
a signatira stipca A/, je utriedena. Ak na$ algoritmus pri generovani stipca Aj 41 Vyhlasi, Ze
maticu nemozno preusporiadat, tak neexistuje doplnenie stipcov A4, Aj, ..., Aj}.

Dokaz. Nech sa nas algoritmus zastavil na riadku j. To znamend, ze nam nezostali Zziadne
zoliky, a navyse signattra a’;, je vécsia, ako Tubovolny zo zostavajicich prvkov. Ozna¢me ttito
mnozinu zostavajucich ¢isel Z.
Predpokladajme teraz, ze existuje rozsirenie A* stlpcov A}, A, ..., A,. Rovnakym postu-
pom, ako v predchddzajicom dokaze, mozno néjst rozsirenie A**, ktoré je totozné s ciastoénym
Y , o : I o . .
rieSenim vygenerovanym nasim algoritmom (tzn. aj},, = aj,,, pre j < i < m). Vezmime si
prvok aj} ;. Urcite to nie je Zolik, pretoze vsetky zoliky sme uZz minuli v nizsich riadkoch.
Preto to musi byt ¢islo z mnoziny Z. Tieto ¢isla st ale vSetky mensie, ako signattra prvku a’;,,
preto A™* nemoze byt rozsirenim A, A), ..., A} a teda ani A* nie je rozsirenim. To je ale spor
s predpokladom. O

Z tychto dvoch tvrdeni uz fahko dokdzeme spravnost celého algoritmu. Predpokladajme, Ze
maticu A mozno preusporiadat. Potom pre 0 stipcov existuje rozirenie tgchto stipcov. Navyse,
ak vieme najst preusporiadanie k stlpcov, pre ktoré existuje rozirenie, tak podla Tvrdenia 2
nas algoritmus najde preusporiadanie (k + 1)-vého stlpca. Podla Tvrdenia 1 potom existuje
rozsirenie takéhoto preusporiadania prvych k + 1 stipcov. Algoritmus teda mézeme zopakovaf
n krat a dostaneme celé riesenie.

Casova a pamiifova zlozitost. V kazdom stlpci potrebujeme utriedif ¢isla, ¢o je mozné
urobif v ase O(mlogm). Zvy$né operacie sa daju spravit v éase O(m) pre kazdy stipec.
Celkovy ¢as vypoctu teda je O(nmlogm). Pamitova zlozitost je O(mn).

program P_[I]_1;
var a : array [1..100,1..100] of integer;



{ Matica A. Predpokladdme, Ze Zoliky st reprezentované ako -1 }
n, m : integer; { Rozmery matice A }
sig : array [1..100] of integer; { Signattra posledného stlpca }
stlpec : array [1..100] of integer; { Pomocné pole na jeden stipec }
procedure nacitaj
var i, j : integer;

begin
readln(m, n); { nacitaj rozmery }
for i := 1tom do { nacitaj maticu }
for 5 := 1tondo

read(ali, j]);
end; { nacitaj }

procedure tried(k : integer);

{ Utriedi k-ty stlpec matice. Pre tisporu miesta pouzijeme
kvadratické triedenie, mozno nahradit n log n triedenim.
Zoliky (reprezentované -1) budt navrchu. }

var i, j, min, pom : integer;

begin
for: := 1tom — 1 do begin
min = i; { najdi minimum v neutriedenej ¢asti stipca }
for j := i+ 1 to m do begin
if a[j, k] < a[min, k] then min = j;
end;
{ vymer a[i,k| a ajmin k] }
pom = ali,k|; ali,k] = a[min, k]; a[min, k] = pom;
end;

end; { tried }

procedure vypis;
var i, j : integer;
begin
for © := 1 to m do begin
for j := 1tondo
write(* ?, ali][j]);
writeln;  { ukon¢i riadok i }
end;
end;

var i, k, pouzi : integer,
begin { hlavny program }
nacitag;  { vstup }
for i := 1to m do sig[i] := 0; { inicializuj signataru }
for k := 1 to n do begin { pre vietky stipce }
tried(k); { utried stlpec }

pouzi := m; { posledné nepouzité ¢islo }
{ ukladaj ¢isla odspodu do pomocného pola ”stlpec” }
for i := m downto 1 do begin

if a[pouzi][k] >= sig[i] then begin



stlpecli] = a[pouzi][k];
pouzi = pouzi— 1;
end
else stipeci] := —1; { ak sa neda pouzit ¢islo, pouzi zolik }
end;
{ ak zostali nepouzité ¢isla, nemozno usporiadat }
if (pouzi >= 1) and (a[pouzi][k] <> —1) then begin
writeln(’Maticu nemozno usporiadat’);

exit;
end;
{ skopiruj pomocné pole spit do matice a prepocitaj signatiru }
for i := 1 to m do begin
alil[k] := stlpec|il;
if stlpec[i] <> —1 then sigli] := stipec|i]
end;
end,
vypis; { vypis matice }
end.
P-111-2

Ulohu je mo#né riesit dynamickym programovanim. Trasu, ktora spliia vietky podmienky vy-
hovujicej trasy, okrem toho, Ze nemusi kon¢if v najnizSom orientacnom bode budeme nazyvat
¢iastocnd trasa. NaSe rieSenie bude pocitat pocty ¢iastocnych tras s roznymi koncami vyuzivajic
informéciu spocitana predtym.

V prvom kroku zotriedime body podla y-ovej stiradnice od najvyssie poloZeného po najnizsie
poloZeny. Oc¢islujme body v tomto utriedenom poradi ¢islami od 1 po N. Prei,j (1 <i<j <
N) nech ali, j] je pocet ¢iastoénych tras, ktoré maju i ako predposledny orientacny bod a
j ako posledny. Pre ¢ = 1 mame afi,j] = 1, lebo kazda ¢iastoéné trasa zacina v bode 1.
Predpokladajme teraz, ze sme uz spoé¢itali hodnoty ali’, j'] pre vSetky ¢', 7', kde ¢’ < i a chceme
spocitat ali, j]. Ak m4 trasa koncit tsekom (i, j), musi do bodu 7 ist z nejakého bodu k, pre
ktory plati, Ze uhol otocenia zo smeru (k,7) do smeru (7, j) je menej ako 45° a bod k je vyssie
poloZzeny ako bod i. Nech S(i,j) je mnozina vSetkych bodov k s tymito vlastnostami. Kedze
kazdé k € S(i, ) je mensie ako ¢, mame uz spo¢itanti hodnotu a[k, ¢]. Hodnota a[i, j] sa spocita
jednoducho ako stcet alk,i] pre vSetky k z mnoziny S(i,j), t.j.

ali,j]= Y alk,i.

keS(i,5)

Na zdklade tohoto vztahu Tahko zostavime algoritmus pracujici v ¢ase O(N3). Pociatocné
triedenie trva O(N log N). Existuje kvadraticky pocet dvojic i, j, pre ktoré chceme spocitat
hodnotu al, j]. Pre kazda takt dvojicu musime najprv néjst mnozinu S(i, j), ¢o sa dé spravit
v ¢ase O(N) tak, 7Ze pre kazdy bod k spocitame prislusny bod otocenia a zistime, ¢i je mensi
ako 45°. Ked najdeme mnozinu S(i, j), séitame hodnoty alk,i] pre vietky k € S(i,7). To tiez
trva O(N). Spolu teda potrebujeme ¢as O(N?) na spocitanie celej tabulky a. Vysledny pocet
vyhovujtcich trés je stiet hodnot ali, N| pre vietky 1 < i < N (t.j. pocet vSetkych ¢iastoénych
tras konciacich v bode N). Tento stcet tiez lahko ndjdeme v ¢ase O(N). Dostali sme teda
algoritmus pracujiici v dase O(N?).

Tento algoritmus sa d4 dalej zrychlif pouzitim podobnych technik ako v predchadzajicich
kolach. Trik spociva v tom, Ze pre dané i budeme pocitat hodnoty ali, j] pre vSetky j (j > 9)

4



naraz. Najskor zotriedime vSetky body proti smeru hodinovych ruciciek okolo bodu i. Pre kazdy
bod j (j > i) mnozina S(i,7) tvori suvisly tsek v takto utriedenom zozname. Nech [(i, j) je
najlavejsi bod tohto tiseku a nech p(i,j) je najpravejsi bod. Teraz si predstavme, Ze bod j
ota¢ame proti smeru hodinovych ruciciek okolo bodu i. Mnozina S(i,j) sa bude menit, a to
tak, Ze body (7, ) ani p(i, j) sa tiez budu otacat proti smeru hodinovych rucic¢iek. V nasom
algoritme nebudeme otacat bod j, ale budeme uvazovat roézne orientacné body j > i v poradi,
v akom st v zozname utriedenom okolo bodu i. Budeme udrzovat dva indexy I(i,7) a p(i, j),
ktoré zakazdym zvysSujeme, az kym nezodpovedaji prave skimanému bodu j. Sticasne budeme
udrzovat aj sucet hodndt alk,i] pre k z tseku medzi (i, j) a p(i,j). Vidy ked zvysime [(i, j),
znizime tento stfet o hodnotu a[l(i, j), 4], ktord sa prave dostala mimo tseku. Podobne, ak
zvysime hodnotu p(i, j), zvysime sticet o hodnotu a[p(i, j), i, ktord sa prave dostala do vnitra
useku.

Pre kazda hodnotu j teda najprv posunieme indexy (7, j) a p(i, 7) na ich patriéné miesto a
upravujeme pritom stucet a nakoniec tento stucet ulozime v afi, j]. Celkovo pre vSetky hodnoty j
(7 > 1) index (7, j) prejde cez kazdy orientacny bod k (k < i) nanajvys raz a podobe kazdy aj
index p(i, 7). Udrzovanie indexov a stuctu teda zaberie O(N) ¢asu pre kazdé i. Samotné ukladanie
hodnét afi, j] tiez zaberie ¢as O(N) pre kazdé i. Triedenie podla uhla zaberie O(N log N) ¢asu
pre kazdé i. Celkovo teda potrebujeme ¢as O(N log N) pre kazdé i, ¢ize O(N?log N) spolu
(to uz zahfnia aj pociatoéné triedenie podla y-ovej suradnice a spocitanie vysledného poctu
vyhovujtcich ciest z hodnot ali, N]. Pam#tova zlozitost je O(N?).

Pri implementécii treba davat pozor na rozne okrajové pripady, napriklad ked mnozina
S(i, ) je prazdna. Kvoli tispore miesta program uvedeny v rieSeni pouziva kvadratické triedenie.

program P_[I]_2;
const MAX N = 100;
var N : integer; { pocet bodov }
x,y : array[l.. MAX_N] of real; { stradnice bodov }
pocet : array[l. MAX N,1..MAX_N] of integer;
{ pocet ¢iasto¢nych tras s danou poslednou hranou }
ind : array[l.. MAX_N] of integer;
{ indexové pole na triedenie podla uhla }
uhol_ind : array[l..MAX_N] of real,
{ uhol zodpovedajuci bodu v ind[i] }

function whol(x, y : real) : real;
var vysl : real;
begin { implementécia funkcie "uhol” de novanej v zadani }
if z = 0 then begin { $peciélny pripad x=0 }
if y > 0 then uhol := 90
else uhol = 270;
end
else begin { x<>0, m6zeme pouzit arctan }
vysl := arctan(y/x) / pi = 180;
if x < 0 then vysl := wvysl — 180; { zmen vysledok podla kvadrantu }
if vysl < 0 then vysl := wvysl + 360;
uhol = wysl;
end;
end; { uhol }



procedure tried(stred : integer);
var pom_r : real;
var i, j, min, pom_i : integer;
begin { utriedi body okolo bodu ”stred”, ich indexy uloZi
do pola ”ind” a uhly do pola "uhol.ind”. }
{ inicializuj ind a spocitaj uhly }
J =1
for 7 := 1to N do begin
if i <> stred then begin { bod "stred” vynechaj }
indlj] = i
uholiind[j] = wuhol(x[i] — x[stred], y[i] — y[stred));
J =7+
end;
end;
{ tried ind podla uhol.ind }
for7 := 1to N — 1 do begin

min = 7; { najdi minimum v neutriedenej ¢asti pola }
for j ;= i+ 1to N —1 do begin
if whollind[j] < wuhol_ind[min] then min := j;
end;
{ uloZ minimum do ind[i] }
pom_i = ind[i]; ind[i] := ind[min]; indmin] = pom_i
pom_r = uhol_ind[i]; uhol_ind[i] = uhol_indmin;
uhol_ind[min| = pom._r;
end;

end; { tried }

procedure spocitaj_z_bodu(stred : integer);
var zac, kon, sucet, i : integer;

uhol_zac, uhol_kon © real,
begin { spocitaj pocet[stred,i] pre vSetky i>stred }
tried(stred);

zac = 1; { prvy bod, ktory je asporl na zaciatku vyseku }
kon := 1, { prvy bod, ktory je za koncom vyseku }
sucet = 0; { sucet bodov vo vyseku }
for ¢+ := stredto N — 1 do begin
uhol_zac := wuhol_ind[i] — 180 — 45; { spocitaj vysek }
uhol_kon := wuhol_ind[i] — 180 + 45;
if uhol_kon > 180 then uhol_kon := 180;

{ posuii indexy "zac” a "kon”, udrzuj ”sucet” }
while uhol_ind[zac] < wuhol_zac do begin

sucet := sucet — pocet[ind[zac|, stred);
zac = zac+ 1;

end;

while uhol_ind[kon] <= uhol_kon do begin
sucet := sucet + pocet[ind[kon|, stred);
kon = kon+ 1;

end;



pocet[stred, ind[i]] = sucet; {uloz vysledok}
end;
end; { spocitaj_z_bodu }

procedure inicializug,
var i, j : integer;
pom : real;
begin { nacitaj vstup a stried podla y zhora nadol }
read(N);
for 7 := 1to N do begin
read(xi], yli]);

j = i; { vloZ novy bod na spravne miesto }
while (j > 1) and (y[j] >= y[j — 1]) do begin
pom = ofj —1]; aj— 1] == alf]; alj] = pom
pom = y[j —1]; y[j — 1] = ylj]; ylj] == pom;
J =7-1L
end;
end;

end; { inicializuj }

var i, sucet : integer;

begin { hlavny program }
inicializug; { nacitanie a utriedenie podla y }
for i := 2to N do pocet[l, i] = 1,

for i := 2to N — 1 do spocitaj_z_bodu(i);

sucet := 0; { s¢itaj hodnoty pocet[i,N] }
for i := 1to N —1 do sucet := sucet + pocetfi, NJ;
writeln(sucet); { vypis vysledok }

end.

P-111-3

Najskor uvedieme jednoduchsie rieSenie, ktoré pre kazdu permutéciu zostroji sief s O(logn)
vrstvami a O(nlogn) komparatormi. Neskor ukdzeme, ako toto riesenie zlepsit tak, aby pouzi-
valo iba O(n) komparatorov. Obidve rieSenia sa daji implementovat ako algoritmy pracujtce
v ¢ase O(nlogn).

Predpokladajme, Ze mame na vstupe permutaciu A = ay,as, ...a, a nech k = |n/2] (|z]
oznacuje ¢islo x zaokrihlené nadol na najblizsie celé ¢islo). Prva vrstva nasej siete bude mat tu
vlastnost, Ze po jej vykonani budd na prvych & vodicoch ¢isla 1,2, ...,k (nie nutne zotriedené)
a na poslednych n — k vodi¢och budd ¢isla k41, k+2, ..., n (nie nutne zotriedené). Tato vrstva
sa zostavi takto. Nech S je mnozina vSetkych vodicov v hornej polovici, ktoré obsahuju ¢isla
patriace do dolnej polovice (t.j. vodi¢ ¢ patri do Sy, ak i < k a a; > k) a podobne nech S; je
mnozina vsetkych vodi¢ov v dolnej polovici, ktoré obsahuju ¢isla z hornej polovice. Je zrejmé, ze
S a S maju rovnaky pocet prvkov. V prvej vrstve kazdy vodic¢ z S; spojime komparatorom s
jednym vodi¢om z Sy. V pripade, Ze na vstupe je nasa permutacia A, kazdy takyto komparator
sposobi vymenu a teda velké hodnoty na komparatoroch v S; sa dostant do dolnej polovice a



naopak. Po skonceni prvej vrstvy teda plati pozadovand vlastnost.

Po skonceni prvej vrstvy rozdelime n vodi¢ov na dve skupiny: hornych k£ a dolnjch n — k.
Algoritmus rekurzivne zopakujeme na kazdej skupine zvlast. Samozrejme, vysledné siete pre
tieto dve skupiny vstupov mézu zdielat vrstvy, lebo pracujui na inych vodi¢och. Rekurzia sa
skon¢i vtedy, ked dostaneme skupinu obsahujicu iba jeden vodi¢, lebo ten je automaticky
utriedeny. KedZe po kazdej vrstve sa nam velkost skupin zmensi zhruba na polovicu, celkovy
pocet vrstiev je O(logn). V kazdej vrstve pouZijeme najviac n/2 komparatorov (viac ich v
jednej vrstve ani byt nemoze), a preto celkovy pocet komparatorov je O(nlogn).

Konstrukcia s O(n) komparatormi funguje podobne, ale spaja dvojice vodicov z S; a Sy
komparatormi Sikovnejs$im spésobom (nie Tubovolne).

Najskor zavedme pojem cyklus permutdcie. Permutaciu si mozeme predstavit ako orien-
tovany graf, v ktorom vrcholy st ¢isla 1,2,...,n a hrana vedie vzdy z ¢ do a;. V takomto
grafe z kazdého vrcholu prave jedna hrana vychadza a jedna do neho vchadza. Preto graf
vzdy pozostéava z niekolkych cyklov. Napriklad permutécia (7,5,4,1,2,6,8,3) mé 3 cykly:
1-7—-8—-3—-4—1),(2—5—2),(6—06).

Viimnime si, 7e nasim cielom je dostat ¢islo z vodi¢a i na vodi¢ a,. Cisla i a a; st ale v tom
istom cykle, preto nie je potrebné vymienat prvky navzajom medzi cyklami. Kazdy cyklus teda
mozeme triedit osobitne. Takto sa nam tloha hned na zacdiatku rozdeli na niekolko mensich
poduloh. V najhorsom pripade vsak celd permutacia tvori jeden cyklus, takze si nepomdzeme.

Teraz ukézeme, ako budeme spracovavat jeden konkrétny cyklus (z; — 29 — -+ — x; —
71). Nech k = |1/2] je priblizne polovica dlzky cyklu. Oznaéme kazdé ¢islo v cykle znakom
+7 alebo '—’. Znakom ’—’ oznacCime k najmensich ¢isel v cykle a znakom '+’ oznac¢ime n — k
najviacsich. Napriklad pre cyklus (1 -7 — 8 — 3 — 4 — 1) ozna¢ime 1 a 3 znakom '—’ a 4, 7
a 8 znakom '+’. Cisla oznacené minusom budeme volat malé a ¢isla oznacené plusom budeme
volat velké.

Vsimnime si suvislé tseky rovnakych znamienok v cykle (stvisly usek moéze pokracovat aj
z x; do x1). Nech z; je posledné ¢islo v niektorom stvislom tseku velkych ¢isel (oznacenych
plusom). Nasledujtce ¢islo v cykle je teda malé, nasleduje teda tsek ¢isel oznacenych minusom.
Nech z; je posledné ¢islo v tomto tseku.

Na vodici x; je ulozené ¢islo a,, (dalsie ¢islo v cykle po z;), ktoré je malé. Podobne, na
vodici x; je ulozené cislo a,,, ktoré je velké. Cislo z; je ale velké a ¢islo z; je malé, vodi¢ z; je
teda poloZeny nizsie, ako vodi¢ x;. Preto ak spojime vodice x; a x; komparatorom, musi urcite
dojst k vymene.

Pre kazdy suvisly tsek plusov v cykle takto najdeme jeden komparator. V nasom priklade
(1-7—-8—3—4—1)cisla 7 a8 tvoria prvy savisly usek plusov a 3 je nasledujuci tsek
minusov. Teda sief bude obsahovat komparator medzi vodi¢mi 8 a 3. Dalsi savisly tsek plusov
tvori ¢islo 4 a nasledujuci tisek minusov je 1. Teda pridame komparator medzi 1 a 4.

Popisanym postupom pre kazdy cyklus permutéacie zostavime komparatory prvej vrstvy. Ak
je na vstupe tato permutdcia, kazdy komparator z;, x; spoésobi vymenu. Prvok a,, sa takto
dostane na vodi¢ z; a vznikne samostatny cyklus obsahujtci iba povodny stvisly tisek minusov.
Vsetky plusy z pdévodného cyklu buda po skonceni v jednom novom cykle. Ak sme teda v
niektorom cykle pouzili p komparatorov, cyklus sa rozpadne na p + 1 novych cyklov. Kazdy
komparator teda pridd jeden cyklus. V dalSej vrstve opit ndjdeme cykly v novej permutécii a
pokrac¢ujeme rovnakym spésobom. Skonc¢ime vtedy, ked mame n jednoprvkovych cyklov. Vtedy
st vSetky cisla na svojich miestach.

Ak najvicsi cyklus mal pred urcitou vrstvou velkost z, tak po skonceni tejto vrstvy bude
mat velkost najviac |x/2]|+1, lebo obsahuje bud iba plusy, alebo iba minusy. Na zac¢iatku mame
cykly s velkostou najviac n a skonéime, ked vSetky cykly maji velkost 1. Kazdou vrstvou velkost
cyklov teda klesne priblizne na polovicu, z ¢oho vyplyva, Ze potrebujeme najviac O(logn)



vrstiev. Kazdy komparator zvysi pocet cyklov o 1. Na zaciatku mame aspon jeden cyklus, na
konci mame n cyklov. Pouzijeme teda najviac n — 1 komparatorov.

Tato kostrukciu mozeme zapisat ako algoritmus, ktory kazda vrstvu vypiSe v ¢ase O(n),
celkovy cas teda bude O(nlogn). Pre kazda vrstvu najprv v permutécii ndjdeme cykly. To
spravime tak, Ze mame pomocné pole, v ktorom si pre kazdy prvok pamétame cislo cyklu.
Toto pole inicializujeme na nuly. Potom ideme postupne cez vsetky prvky. Ak prvok i este
nema priradené ¢islo cyklu, znamena to, Zze sme objavili novy cyklus. Priradime mu nové ¢islo a
prejdeme po vSetkych prvkoch tohto cyklu a oznacime toto ¢islo do pola. Po vSetkych prvkoch
prejdeme tak, Ze za¢neme v ¢ a postupne ideme cez a;, a,, atd., az kym neprideme spét do i.

Ked mame oznacené vsetky cykly, spocitame a ulozime si velkost kazdého cyklu a potom
oznacime ¢isla znamienkami '+’ alebo '—’. Tu treba postupovat opatrne, aby sme zachovali
linearny ¢as. Pojdeme znovu po ¢islach od 1 po n a pre kazdy cyklus si v poli pamiéitame, kolko
jeho ¢lenov sme uz videli. Ked to ¢islo je viac ako polovica velkosti cyklu, oznacujeme ¢isla '+,
inak ich oznacujeme ako ’—’. Nakoniec uz len znova prejdeme cez cykly a ked ndjdeme posledny
prvok tseku plusov (t.j. ¢ oznacené '+’ také, Ze a; je oznacené ’—’), tak néjdeme koniec tseku
minusov zacinajucich prvkom a; a priddme komparator. Potrebujeme si tiez poznacit, ako sa
zmeni permutécia, ¢o budeme potrebovat pre konstrukciu novej vrstvy.

program P_[I]_3;
const MAX = 1000;
var a, nove-a, cyklus, velkost, najdene : array[l.. MAX] of integer;
cast : array[l..MAX] of char;
n : integer;
1, J, pocet_cyklov, velkost_cyklu : integer,
hotovo : boolean;
begin
{nacitaj data}
readln(n);
for i := 1 to n do read(ali]);

{vypisuj jednotlivé vrstvy}
hotovo = false;
while not hotovo do begin { pre kazda vrstvu }

{néjdi cykly a ich velkosti}
for i := 1ton do cyklus[i] := 0;
pocet_cyklov := 0;
for i := 1 to n do begin
if cyklus[i] = 0 then begin {novy cyklus}
j o=
inc(pocet_cyklov);
velkost_cyklu = 0;
while cyklus[j] = 0 do begin
cyklus[j] = pocet_cyklov,
j = alj];
inc(velkost_cyklu);
end; {while}
velkost[pocet_cyklov] := wvelkost_cyklu,
end; {if}



end; {for i}

{ozna¢ prvky cyklov ako + a -}
for i := 1 to pocet_cyklov do najdene[i] := 0;
for i := 1 to n do begin
inc(najdene|cyklus[i]]);
if najdene[cyklusli]] <= wvelkost]cyklus[i]] div 2 then

castli] == =’
else
castli] = +7;
end; {for i}
{ skond¢ili sme, ak mame n cyklov }
if pocet_cyklov = n then hotovo := true
else begin
{ najdi komparatory a zapis nové hodnoty pola a }
nove_a = a;
for © := 1 ton do begin
if (cast[i] = ’+’) and (cast[a[i]] = ’-’) then begin
j := ali]; {ndjdi koniec iseku minusov}

while cast[a[j]] = -’ do j := a[j];
writeln(’Komparator (’, 4, *,’, 7, *)’);
nove_ali] := alj]; {vymena sposobena komparatorom}
nove_alj] = alil;
end;
end;
a = nove_g;
writeln(’Koniec vrstvy’);
end; {else}
end; {while}
end.
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P-111-4

Ulohu najprv preformulujeme do reéi tedrie grafov. Uzly budeme nazjvat vrcholmi, rary hra-
nami a celi ststavu potrubi budeme volat graf. Postupnost (nie nutne roéznych) vrcholov a
hran v, e, vy, €9, ..., Up_16k, U, nazveme sled, ak kazda hrana e; spaja vrcholy v;_; a v;. Sled
nazveme tah, ak sa v iom ziadna hrana neopakuje.

Ulohou bolo v danom grafe G n4jst najmensiu mnozinu fahov taki, Ze ziadne dva nemaji
spolo¢ni hranu a zjednotenie ich hran obsahuje vsetky hrany daného grafu. Alebo jednoduchsie
povedané — ked si predstavime graf ako obrazok, tlohou bolo nakreslif tento obrazok najmensim
moznym poc¢tom tahov.

Ako na to? Na tivod si uvedomme zopar jednoduchych skutoénosti. Ked mame nestvisly graf,
najlepsie riesenie najdeme tak, ze najdeme najlepsie riesenie pre kazdy z jeho komponentov.
Preto sa dalej budeme zaoberaf len stvislymi grafmi. Stdet stuptiov vrcholov grafu je péarny,
lebo je to dvakrat pocet jeho hran. Preto graf ma nutne parny pocet vrcholov neparneho stupna.
Nech je ich 2k, oznacme ich vy, vo, ..., Voy.

V kazdom z tychto vrcholov musi niektory (aspoii jeden) fah zacinat alebo konéif. Preco?
Zoberme graf, v ktorom st vSetky vrcholy pévodného grafu a hrany st prave hrany niektorého
tahu. Vsimnime si vrchol, v ktorom tento fah nezacina ani nekon¢i. V tomto grafe mé tento
vrchol nutne parny stupen — vzdy, ked don vdjdeme, hned z neho aj vyjdeme, ¢im sa nam
v grafoch zodpovedajicich tahom. Ked mé teda tento stupen byt neparny, musi mat ten vrchol
neparny stuperi v aspoii 1 fahu. To sa ale da iba tak, Ze v fiom ten tah zacina alebo kondi.

Méme teda 2k vrcholov a vieme, Ze v kazdom z nich zacina alebo kondi aspori 1 tah.
Odtial je zjavné, Ze potrebujeme aspon k tahov. Teraz ukazeme, ze k tahov ndm staci. (Okrem
Specialneho pripadu & = 0, kedy potrebujeme 1 tah.)

Najskor vyriesime jednoduchsiu tlohu. Majme suvisly graf, v ktorom st vsetky stupne
vrcholov parne. Potom tento graf vieme nakreslif jednym uzavretym fahom. Preco? Zoberme
najdlhsi fah. Tento je nutne uzavrety, lebo keby nebol, m& v fom posledny vrchol neparny
stupeil, a teda z neho vychadza nepouzitd hrana, ktorou by sme ho mohli predlzif. Kedze je
uzavrety je jedno, v ktorom vrchole ho za¢neme. Keby neobsahoval vsetky hrany, existuje vrchol
v v tomto tahu, z ktorého vychadza nepouzitéd hrana. Potom ale vieme zostrojit dlhsi fah tak,
Ze zacneme a skon¢ime nas povodny fah vo vrchole v a navySe pridame tuto doteraz nepouziti
hranu, ¢o je spor. Ukazali sme teda, Ze najdlhsi fah v tomto grafe je uzavrety a obsahuje vsetky
hrany, ¢o je prave to, ¢o sme chceli. Uzavrety tah, ktory obsahuje vSetky hrany grafu nazyvame
Eulerovsky.

Spét k ndSmu problému: ako nakreslit nas savisly graf & tahmi? Pospéjajme Iubovolne po
dvojiciach vrcholy neparneho stupmna. Na to pouzijeme prave k£ hran a dostaneme tak stuvisly
graf, v ktorom maju vSetky vrcholy parny stupen. Ten vieme nakreslif jednym uzavretym
tahom. A ked z tohoto tahu pridanych k& hran opif vynechame, rozpadne sa ndm na hladanych
k fahov. (Resp. pre k = 0 nam zostane 1 fah.)



Ostéava jediny problém — ako efektivne néjst Eulerovsky fah v danom suvislom grafe s
parnymi stupnami vrcholov? Najjednoduchsi na pochopenie je nasledujtci postup: najdeme
nejaky tah a ten postupne predlzujeme, az kym neobsahuje vSetky hrany. V nasom programe je
tento algoritmus implementovany v rekurzivnej procedire vytvor_tah. Tato procedira zacne
v zadanom vrchole v a priddva dalSie a dalSie hrany na koniec tahu, az kym pride do vrcholu,
z ktorého uz nevedie nepouzitd hrana. Tento vrchol musi nutne byt v, lebo inak by musel mat
neparny stupen (tah doteraz pouzil parny pocet hran pre vSetky vrcholy okrem v). Zostavili sme
teda uzavrety fah. Niektoré z vrcholov na tomto tahu vSak eSte mdézu mat nepouzité hrany. Pre
kazdy taky vrchol u, ktory ndjdeme, zavoldme procedtru vytvor_tah rekurzivne. T4 najde novy
uzavrety tah prechadzajuci cez vrchol u tak, aby uz ziaden vrchol na tomto novom fahu nemal
nepouzité hrany. Novy tah potom vlozime do pdévodného fahu na tom mieste, kde povodny tah
prechadza cez u.

V programe potrebujeme vediet pre dany vrchol rychlo povedat, ¢i mé este nepouziti hranu,
a ak ano, tak ktord. V programe mame pre kazdy vrchol zoznam jeho hran a este Specidlnu
premennd, ktora ukazuje na prva hranu v zozname, o ktorej nevieme, ¢i je pouzita, alebo nie.
Vzdy ked potrebujeme nepouzitii hranu, zaéneme z tohot miesta v zozname a ideme, az kym
nenajdeme prva skutocne nepouziti hranu. Toto miesto si potom zaznac¢ime v tejto premennej
pre dalsie pouzitie. Pocas celého programu teda prejdeme po zozname hran pre vrchol iba raz
a teda na hladanie nepouzitych hran minieme v celom programe ¢as O(m).

Jednotlivé fahy st ulozené ako spajané zoznamy hran, aby sme mohli rychlo vkladaf re-
kurzivne najdené uzavreté fahy. Procedira vytvor_tah pracuje v linedrnom case v zavislosti
od poc¢tu hran komponentu. Najprv najde pociato¢ny fah a potom uz len skontroluje vsSetky
vrcholy na tomto tahu a kde treba, zavola sa rekurzivne. Vrcholy pridané rekurziou uz netreba
znovu kontrolovat. Celkova ¢asova aj pamitova zloZitost je teda O(m).

Kvoli zjednodusSeniu implementéacie program nespaja nutne iba vrcholy neparneho stupna z
toho istého komponentu, to vSak nema vplyv na pocet ndjdenych fahov.

program P_II] j;
const MAXN = 201; MAXM = MAXN x MAXN + MAXN;
type
hrana = record { typ: hrana }
zac, kon : integer; { zaciato¢ny a koncovy vrchol }

pridana : boolean; { je to jedna z umelo pridanych hran? }
pouzita : boolean; { je hrana pouzita v tahu? }
dalsia : integer; { dalSia hrana v tahu }
end;
zoznam_sm = " zoznam; { typ: smernik na prvok zoznamu hrén }
zoznam = record { typ: prvok zoznamu hran }
hrana : integer; { ¢islo hrany }
dalsia : zoznam_sm; { smernik na dalsi prvok zoznamu }
end;

var hrany : array[l..MAXM)] of hrana; { pole hran }
susedia : array[l..MAXN] of zoznam_sm; { zoznam hrén pre kazdy vrchol }
stupen : array[l..MAXN] of integer; { stuperi vrchola }
nepouzite : array[l..MAXN] of zoznam_sm;
{ prvéa hrana v zozname, ktord moze byt nepouzita }
zaciatky : array[l.. MAXN] of integer; { zaciatky tahov }
pocet_zac : integer; { pocet zaiatkov v poli zaciatky }
n, m . integer; { pocet hran a vrcholov }



procedure pridaj_suseda(komu, hrana : integer);

var zvysok : zoznam_sm;

begin { pridaj hranu "hrana” do zoznamu pre vrchol "komu” }
zvysok = susedialkomul; { odloz si zvySok zoznamu }
new(susedialkomul); { vytvor novy prvok }
susedialkomu]”~.hrana := hrana;
susedialkomu]” .dalsia = zvysok;
inc(stupen[komu)); { zvyS$ stupeni vrcholu }

end; { pridaj_suseda }

procedure pridaj_hranu(indez, zac, kon : integer; pridana : boolean);
begin { pridaj novi hranu na poziciu "index” }

hrany[indez|.zac = zac; hrany|index].kon = kon,
hrany[indez].dalsia = 0;

hrany[indez].pouzita = false;

hrany[indez].pridana := pridana;

pridaj_suseda(zac, index); { pridaj do zoznamov pre oba koncové vrcholy }
pridaj_suseda(kon, indez);
end; { pridaj_hranu }

procedure nacitaj

var i, zac, kon : integer,

begin { nacitaj vstup a inicializuj polia }
readin(n, m);
for : := 1 ton do begin

susediali] = nil;
stupen|i] := 0;

end;

for © := 1 to m do begin

readin(zac, kon);
pridaj_hranu(i, zac, kon, false);
end;
end; { nacitaj }

function nepouzita_hrana(vrchol : integer) : integer,
{ Vrati prvi nepouzitt hranu z vrcholu alebo 0, ak neexistuje.
V "nepouzite[vrchol]” si ulozime hrany, ktoré uz sme prehladali
(kvoli zrychleniu dalsieho prehladavania). }
var p . zoznam-_sm,
nasiel :  boolean;
begin
p = nepouzite[vrcholl;
nasiel = false;
while (p <> nil) and not nasiel do begin { presko¢ pouzité hrany }
if not hrany|p”.hrana).pouzita then nasiel = true
else p = p~.dalsia;
end;
nepouzite[vrchol] := p; { uloz si preskocené hrany }



{ nasli sme nepouzitu hranu 7 }
if nasiel then nepouzita_hrana := p~.hrana
else nepouzita_hrana := 0;

end; { nepouzita_hrana }

function druhy_koniec(hrana, koniec : integer) : integer;
begin { vrat ten koniec hrany, ktory nie je rovny ”koniec”. }
if hranylhranal.zac = koniec then
druhy_koniec := hrany[hranal.kon
else
druhy_koniec := hrany[hrana).zac;

end; { druhy koniec }

procedure zorientuj_hranu(hrana, koniec : integer);
begin { oto¢ hranu tak, aby mala koniec v "koniec” }

if hrany|hrana).zac = koniec then begin
hrany[hrana].zac := hrany[hranal.kon;
hrany[hrana).kon = koniec;
end;
end;

procedure vytvor_tah(vrchol : integer,
var prva_hrana, posledna_hrana : integer;
var bola_pridana : boolean);
{ Rekurzivne vytvor uzavrety fah zacinajici vo ”vrchol” taky,
ze kazdy vrchol na fiom mé pouzité vSetky hrany. Vraf prvia
a poslednt hranu a tiez ¢i sme pridali aspon jednu pridand hranu. }
var akt, hrana, dalsia_hrana, nova_prva, nova_posledna : integer;
nova_bola : boolean
begin
bola_pridana = false;
{ najdi cyklus zac¢inajtci vo vrchole "vrchol” }
akt = wrchol; { aktualny vrchol }
hrana := mnepouzita_hrana(akt);
prva_hrana := hrana;
while hrana <> 0 do begin { kym vieme cyklus predl7it, predizme }
posledna_hrana = hrana;
hrany[hranal.pouzita = true;
akt = druhy_koniec(hrana, akt);
hrana := mnepouzita_hrana(akt);
hrany[posledna_hranal.dalsia := hrana;
zorientuj_hranu(posledna_hrana, akt);
end;

{ prejdi cyklus znova a doplii dalsie cykly, kde chybaju }
hrana := prva_hrana;
akt = wrchol;
while hrana <> 0 do begin
if hrany|hrana).pridana then bola_pridana := true;



dalsia_hrana := hranylhrana).dalsia;
if nepouzita_hrana(akt) <> 0 then begin { este je ¢o pridat }
vytvor_tah(akt, nova_prva, nova_posledna, nova_bola);

if nova_bola then bola_pridana = true;
hrany|hranal.dalsia := nova_prua;
hrany[nova_poslednal.dalsia := dalsia_hrana;

end;

akt = druhy_koniec(hrana, akt);

hrana := dalsia_hrana;

end;

{ zacyklime najdeny cyklus }
hrany[posledna_hranal.dalsia := prva_hrana;
end;

procedure pridaj_hrany;
var i, posledny : integer;
begin { pridaj hrany medyi vrcholmi neparneho stupna }
pocet_zac = 0;
posledny = 0; { ¢islo posledného nepérneho nesparovaného vrcholu }
for © := 1 ton do begin
if stupen[il mod 2 = 1 then begin
if posledny = 0 then posledny := 1
else begin
inc(m);
pridaj_hranu(m, posledny, i, true);
inc(pocet_zac);

zaciatky[pocet_zac] := m;
posledny = 0;
end; {else}
end; {if stupen}
end; {for i}

end;

procedure vypis_tah(zmazana-hrana : integer);
var hrana : integer,
begin { vypis tah pokracujuci za hranou ”zmazana_hrana” }

hrana := hrany[zmazana_hrana).dalsia; { prva hrana, ktora vypiseme }
while (hrana <> zmazana_hrana) and (not hrany[hrana).pridana) do begin
write(hrany[hranal.zac, > ?);
hrana := hrany[hranal.dalsia;
end;

write(hrany[hranal.zac); { vypi§ druhy koniec posledne vypisanej hrany }
if not hranylhranal.pridana then { ak sme v komponente bez pridanej hrany }
writeln(’ ?, hrany|hranal.kon) { vypiSeme este jeden vrchol }
else
writeln;
end;



var i, prva_hrana, posledna_hrana : integer,
bola_pridana : boolean;
begin { Hlavny program }
nacitaf; { vstup a inicializacia }
pridaj_hrany; { pridanie hran, aby stuprtie boli parne }
for i := 1 to n do nepouzite[i| := susediali]; { inicializuj ”nepouzite” }
{ pre kazdy vrchol, ktory ma neprejdené hrany prejdi komponent }
for : := 1 to n do begin
if nepouzita_hrana(i) <> 0 then begin
vytvor_tah(i, prva_hrana, posledna_hrana, bola_pridana);
if not bola_pridana then begin { parny komponent pridaj do zaciatkov }
inc(pocet_zac);
zaciatky[pocet_zac] = prva_hrana;
end;
end;
end;
{ vypis vysledku }
writeln(pocet_zac);

for ¢+ := 1 to pocet_zac do begin
vypis_tah(zaciatkyli]);
end;
end.
P-II1-5

Idea riesenia je velmi jednoducha. Postupne po rade generujeme vsetky pozicie s najviac NV
kamenimi, z ktorych sa da dosiahnut cielova pozicia. VSetky néjdené pozicie si pamétame, a
pre kazdu novovygenerovani poziciu skontrolujeme, ¢i sme ju uz niekedy vygenerovali. Ak nie,
zapamétame si ju a zvysSime pocitadlo ndjdenych pozicii o jedna.

Pozicie generujeme odzadu. Zac¢neme z cielovej pozicie a vygenerujeme vSetky moznosti pre
posledny fah. Posledny tah musel byt skok dolava alebo skok doprava. Ak poslednym fahom
bol skok doprava z pozicie i, po tomto skoku musia byt pozicie 7 a i + 1 prazdne a pozicia i + 2
musi obsahovat kamen. Tesne pred tymto skokom museli pozicie i a ¢ + 1 obsahovat kameri a
pozicia i + 2 musela byt prazdna. Ak teda chceme vygenerovat vSetky mozné pozicie z ktorych
sa d4 dostat do pozicie p skokom doprava, jednoducho pre kazdu trojicu po sebe idtcich policok
pozicie p obsahujicu podpostupnost 001, nahradime tito podpostupnost trojicou 110. Podobne
pre skok dolava hladame vSetky vyskyty trojice 100 a nahradzame ju trojicou 011.

Pre kazda uvazovani poziciu p vieme teda vygenerovat vSetky pozicie, z ktorych sa do p
d4 dostat na jeden tah. Procedtra generuj rekurzivne generuje vsetky pozicie, z ktorych sa da
dostat do danej pozicie. Pre dant poziciu p vygeneruje vSetkych jej priamych (na jeden tah)
predchodcov. Pre kazdého ¢ predchodcu si overi, ¢i uz bol vygenerovany a ak nie, rekurzivne
sa zavola na q.

Na to, aby sme vedeli zistovat, ¢ sme uz dani poziciu vygenerovali alebo nie, potrebujeme
datova struktiaru, ktord dovoluje pridavat nové pozicie a rychlo zistovat, ¢ uz bola danéd po-
zicia niekedy pridana. Datovych struktir podporujucich tieto operacie je mnozstvo, napriklad
hasovacie tabulky alebo rozne varianty vyhladavacich stromov. My sme sa pre jednoduchost
implementéacie rozhodli pouzit tzv. pismenkovy strom (po anglicky trie).

Pismenkovy strom je datova strukttra na uchovavanie retazcov nil a jednotiek. Kedze kazdéa
pozicia sa da reprezentovat ako postupnost nil a jednotiek, pismenkové stromy nam pridu



celkom vhod. Pismenkovy strom je strom, v ktorom kazdy vrchol ma najviac dvoch potomkov.
Kazdéa cesta od koreria stromu k vrcholu zodpoveda retazcu — ak i-ta hrana tejto cesty vedie od
vrchola k jeho Tavému potomkovi, i-ty znak refazca je 0, ak k pravému, i-ty znak je 1. Pre kazdy
vrchol si pamétame, ¢i retazec zodpovedajuci ceste do tohto vrchola bol skuto¢ne vlozeny do
stromu (mohlo by sa stat Ze dany vrchol bol vytvoreny len preto, Ze lezi na ceste zodpovedajice;j
nejakému dlhsiemu retazcu). Okrem toho si pre kazdy vrchol pamétame ukazovatel na jeho
lavého a pravého potomka (ak daného potomka ma). Zistenie, ¢ dany retazec bol vlozeny do
stromu je velmi jednoduché — ideme po ceste z korefia de novanej tymto reftazcom. Ak sa nam
podari dojst az na koniec a vrchol, v ktorom skon¢ime, je oznaceny ako vrchol zodpovedajuci
vlozenému retazcu, tento refazec bol niekedy vlozeny, inak nie. Vkladanie retazca je rovnako
jednoduché — sledujeme cestu zodpovedajicu refazcu a ak narazime na miesto, kde nemozeme
ist dalej lebo dalSie vrcholy cesty neexistuji, jednoducho potrebné vrcholy vytvorime.

Casové a pamifova zlozitost nasho programu zéavisi od vysledného poctu pozicii P. Pre
kazdi ndjdent poziciu potrebujeme vytvorit najviac K uzlov v strome a preto pamiit je O(PK).
Pre kazda néjdent poziciu musime prezriet vsetkych 2K —4 potencidlnych tahov a kazdy mozny
tah este skisame vloZit do stromu v ¢ase O(K). Teda celkovy ¢as je O(PK?).

program P_[I]_5;
const MAX = 200;

type uzolsm = " wzol;  { typ: smernik na uzol stromu }
uzol = record { typ: uzol stromu }
vetva : array|boolean] of uzol_sm; { smerniky na deti }
vlozeny : boolean; { & bol zodpovedajuci retazec vlozeny }
end;
pozicia = array[l..MAX] of boolean; { typ: pozicia hry }
var koren : uzol_sm; { koren pismenkového stromu }
K, N : integer; { K a N zo vstupu }
pocet_pozicii : integer; { pocet objavenych pozicii }

function novy_uzol : wuzol_sm; { vytvor novy uzol stromu }
var p : uzol_sm;

begin
new(p); { alokécia pamite }
p~.vetvalfalse] = nil; { uzol nem4 ziadne deti }
p”.vetvaltrue] = nil;
p~.vlozeny = false; { zodpovedajuci retazec nebol vlozeny }
novy_uzol := p; { vrat vytvoreny uzol }

end; { novy_uzol }

function pridaj(var poz : pozicia) : boolean;
{ pridaj poziciu "poz” do stromu, vrat true, ak tam este nebola }
var i : integer;
p : wzol_sm; { aktudlny uzol stromu }
begin
p = koren; { za¢neme v koreni }
for : := 1 to K do begin
if p~.vetva[poz[i]] = nil then { ak vetva neexistuje, vytvorime }
p~.vetva[poz[i]] = novy_uzol
p = p.vetva[poz[i]]; { posutime sa po prislusnej vetve }



end;

if p~.vlozeny then pridaj = false { pozicia uz je v strome }
else begin { porzicia nie je v strome }
p~.vlozeny = true; { priddme ju }

inc(pocet_pozicii);  { zvySime pocet objavenych pozicii }
pridaj = true;
end;
end; { pridaj }

procedure prirad(var poz : pozicia, kde : integer; b1, b2, b3 : boolean);
{ pomocné procedira, ktora priradi hodnoty trom polickam pozicie }
begin
pozlkde] := b1; pozlkde + 1] := b2, poz[kde+ 2] := b3;
end; { prirad }

procedure generuj(var poz : pozicia; pocet_kamenov : integer);
{ rekurzivne generuj vsetky pozicie z pozicie "poz”,
”pocet_kamenov” je pocet kamentiov v "poz”. }
var i : integer;
begin
if pocet_kamenov < N then begin
for i :=1to K — 2 do begin
{ skus fah z pozicie i+2 dolava }
if poz[i] and (not poz[i + 1]) and (not poz[i + 2]) then begin
prirad(poz, i, false, true, true); { zmen "poz” }
if pridaj(poz) then generuj(poz, pocet_kamenov-+ 1);
prirad(poz, i, true, false, false); { obnov "poz” }
end;
{ skus fah z pozicie i doprava }
if (not poz[i]) and (not pozi + 1]) and poz[i + 2] then begin
prirad(poz, i, true, true, false); { zmen "poz” }
if pridaj(poz) then generuj(poz, pocet_kamenov+ 1);
prirad(poz, i, false, false, true); { obnov "poz” }
end;
end;
end;
end; { generuj }

var i, kamen, pocet_kamenov : integer,
POZ : POZICIG;
begin { hlavny program }
{ nacitaj a spocitaj kamene na vstupe }
readln(K, N);
pocet_kamenov = 0
for : := 1 to K do begin
read(kamen);
pozli] = (kamen = 1);
if poz[i] then inc(pocet_kamenov);
end;



{ inicializuj globélne premenné }
koren := novy_uzol,

pocet_pozicit = 0;

{ generuj z danej pozicie }

if pocet_kamenov <= N then begin

pridaj(poz);
generuj(poz, pocet_kamenov);
end;
writeln(pocet_pozicii); { vypis vysledok }

end.
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