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P-11-1

Prvé riesenie, ktoré moze ¢loveka napadnif, je vysktsaf vsetky mozné obdlzniky. Obdlznik
je urceny dvojicou protilahlych vrcholov, pre kazdy vrchol médme mn moZnosti. Pre kazdy
potencialny obdlznik prejdeme po jeho obvode a overime, & vsetky jeho obvodové prvky st
jednotky. Tento algoritmus pracuje v éase O((mn)*(m + n)).

Nage prvé vylepsenie bude v tom, Ze zrychlime zistovanie, & je dany obdlZnik ordmovany.
Nech h[i, j] oznacuje dlzku tseku jednotiek v stipci nad prvkom (i, ), vratane tohto prvku.
Presnejsie, hli, j] = d je také ¢islo ze plati plati Afi,j] = Ali—1,j]=... = Ali—d+1,j]=1a
zéroven bud d = i, alebo A[i — d, j] = 0. VSimnite si, Ze ak A[i, j] = 0, podla tejto definicie aj
h[i, j] = 0. Podobne, nech I[i, j] oznac¢uje dizku tiseku jednotiek v riadku nalavo od prvku (i, j)
(vratane prvku (7, 7)). Hodnoty hli, j| a [[i, j] si mdzeme predpoéitat dopredu pre vSetky prvky
matice. Pre kazdy prvok zvlast vieme zistit dlzku tiseku jednotiek nalavo a nahor od neho v
¢ase O(m—+mn). Spolu mame mn prvkov, takze predpocitanie poli & a [ polahky implementujeme
v ¢ase O(mn(m + n)). Moézeme ho vsak urychlit. Ak totiz A[i, j] = 0, vieme ze h[i, j] = 0. Ak
jednotiek v tseku nad prvkom (i — 1,7), t.j. h[i,j] = h[i — 1,j] + 1. Stac¢i ndm teda pocitat
zhora dole a v jednom prechode v ¢ase O(mn) ziskame vSetkych mn hodnét Az, j].

Predpokladajme teraz, Ze chceme zistif, ¢i je obdlZnik s lavym hornym rohom (i1,j;) a
pravym dolnym rohom (iy,jo) ordmovany. Obdlznik mé dolntt hranu préve vtedy, ak tsek
jednotiek nalavo od prvku (is, jo) méa dizku asponi j, — j; + 1. Podobne overime, ¢ tisek nalavo
od prvku (i, jo) (horna hrana) mé dizku aspoti j, — j; + 1 a & tiseky nahor od prvkov iy, j;
a iy, jo (fava a prava hrana) maji dlzku aspoti i — i; + 1. S pomocou poli [ a h teda vieme v
kostantnom case zistit, & je dany obdlZnik ordmovany. Opif vyskaSame vSetky moznosti pre
Tav{ horny a pravy dolny roh, pre kazdj obdlZnik zistime, & je oramovany a vyberieme ten s
najvicsou plochou. Tento algoritmus potrebuje O(mn) ¢asu na pripravu a O((mn)?) ¢asu na
prejdenie vietkych obdlZnikov. Celkovy ¢as behu je teda O((mn)?).

Vzorové rieSenie je este o Cosi rychlejsie a pracuje nasledovne. Pre kazda dvojicu riadkov
i1 < iy najdeme najvicsi oramovany obdlznik, ktorého horna hrana je v riadku i; a dolna
hrana v riadku 4,. Stistredme sa na dvojicu pevne zvolenych riadkov i; a is. Stlpec j nazveme
okrajovy, ak v tiseku medzi riadkami i, a iy (vratane) obsahuje samé jednotky. VSimnite si, ze
stIpec je okrajovy prave vtedy, ak hliy, j] > iy — iy + 1. Stipec j nazveme jednotkovy, ak v i, aj
io-tom riadku obsahuje jednotku. Stlpec, ktory obsahuje nulu v aspoti jednom z tjchto dvoch
riadkov nazveme nulovy.

Kazdy ordmovany obdlZnik s vodorovnymi hranami leziacimi v riadkoch i; a iy zodpoveda
tiseku od stipca j; po stlpec jo pre nejaké j; < j, také, Ze j; aj jo st okrajové stipce a
stlpce j1 41, ..., jo — 1 st jednotkové. Uvazujme maximalny tsek po sebe idicich jednotkovich
stlpcov (pojmom maximalny myslime, Ze sa ned4 rozsirit, t.j. na oboch stranach susedi bud s
nulovym stlpcom alebo s okrajom matice). Ak tento isek neobsahuje aspoti dva okrajové stipce,
zjavne nemoze obsahovat ani Ziadny oramovany obdlZnik. Ak obsahuje asponn dva okrajové



stlpce, potom najvicsi ordmovany obdlznik v danom tseku je uréeny najlavejsim a najpravejsim
okrajovym stipcom daného tiseku. Na najdenie najviicsieho obdlZnika v pase medzi riadkami 4,
a 1o nam teda staci pre kazdy maximéalny jednotkovy tsek najst najlavejsi a najpravejsi okrajovy
stlpec. Toto sa d4 Tahko dosiahnut v ¢ase O(n). KedZe musime vyskitisat vietky dvojice riadkov,
celkové casova zlozitost je O(m?n).

program Obdlznik; {MO-P 51-1I-1}

const MAX = 100;
var A : array[l..MAX, 1.. MAX] of integer,
h : array[0. MAX, 1..MAX] of integer,
m, n, 1, 7 : integer;
naj_plocha, naj_vyska, naj_sirka, naj_i, naj_j : integer;
11, 12, 71, 32 : integer;
f o text

begin
readln(m, n);
for : :=1to m do for j := 1 to n do
read(A[i][j]);

{vypocet stipcovych sim}

for j :=1 to n do h[0][j] := O;

for : := 1 to m do for j :=1 ton do
if Ali][j] = 0 then Ali][j] := 0
else hli|[j] = hli —1][j] + 1;

naj_plocha = 0;

{ pre kazda dvojicu riadkov }
for i1 :=1 to m do for :2:= i1+ 1 to m do begin
g1 = 1; 72 = 1;
while 72 <= n do begin
{ najdeme potencialnu lavii hranu obdlznika }
while (jI <= n) and (h[iZ[j1] < i2—il+1)dojl = j1+1;
32 = ji+1;
{ hladame potencialnu pravi hranu, kym nenarazime }
{ na nulu v niektorej z vodorovnych hran }
while (j2 <= n) and (A[i1][j2 = 1) and (A[i2][j2] = 1) do begin
if (h[ig[j2 >= i2—il+1) and
((i2—il+1)%(j2—j1+1) > naj_plocha) then begin
{ nasli sme pravi zvislt hranu a néjdeny obdlznik }
{ je zatial najvacsi }
naj_plocha = (i2—1il+1)* (j2— j1+ 1);
naj_vyska = 12— 11+ 1;
naj_sirka = 72— 51+ 1;
naj_t = 1i1; najj = j1;
end;
Jj2 = 32+ 1;



end;
gl = 32+ 1;
end;
end;

if naj_plocha = 0 then
writeln(’V matici sa nenachadza ziadny oramovany obdlznik’)
else
writeln(’Najvacsi oramovany obdlznik ma rozmery ’,
naj_vyska, > x ’, naj_sirka,
> a jeho lavy horny roh je v 7,
naj_i, > riadku a ’, najj, ’> stlpci’);
end.

P-11-2

Prevedme nasu tlohu do tedrie grafov. Siet rar je jednoduchy orientovany graf bez nasobnych
hran a slucdiek. Uzly buda tvorit vrcholy a rary orientované hrany tohoto grafu. Pocet hréan,
veducich do vrcholu, budeme nazyvat jeho vstupnym stupifiom a pocet vychddzajicich hran
jeho vystupnym stupniom. Zjavne v nasom grafe sa vstupny a vystupny stupen kazdého vrcholu
rovnaji. Toto ¢islo budeme tiez volat po¢tom prechodov cez vrchol.

Co by sa stalo, ak by niektory vrchol v mal pocet prechodov asponi 3? Trasa na vstupe
prechadza cez v aspon trikrat. Nech X je tsek trasy medzi prvym a druhym prichodom do v
a Y Usek medzi druhym a tretim prichodom don. Zostrojme teraz novi trasu pre robota. Po
prvy prichod do v ide podla trasy na vstupe. Po prichode do v pdjde najskor tsek Y (¢im sa
vrati do v), potom tsek X (¢im sa opit vrati do v) a dokonéi svoju trasu rovnako ako v trase
na vstupe. Inymi slovami oproti trase na vstupe sme vymenili poradie tisekov X a Y. Tym sme
ale zostrojili int trasu. Preto aby Ziadna ind trasa neexistovala, musi mat kazdy vrchol pocet
prechodov 1 alebo 2.

Majme teraz takyto graf a v nom vyznacenu trasu, ktorda zac¢ina aj konc¢i vo vrchole 1 a
prechddza po kazdej hrane prave raz. Pokial tento graf neobsahuje Ziadne hrany, tak trasa je
zjavne jedina (prazdna trasa). Co ak nas graf nejaké hrany ma? Podme po tejto trase, kym sa
nam prvykrat nejaky vrchol u nezopakuje. To urcite skor ¢i neskor nastane. VSimnime si tsek
cesty medzi prvym a druhym prichodom do u. Oznaéme ho U. Co ak mé niektory vrchol U (iny
ako u) pocet prechodov 27 To by znamenalo, Ze sa tento vrchol eSte niekedy na trase vyskytne.
Ozna¢me v ten z takychto vrcholov, ktory sa v nej vyskytne najskor. Tento vrchol rozdeli U na
dve casti — ¢ast od v po v ozna¢me U a éast od v po u ozna¢me Us,. Cast od druhého prichodu
do w po druhy prichod do v ozna¢me V. Nasa trasa teda vyzera nasledovne: Robot pride do
u, prejde Uy, Uy, V' a zvysok trasy. Potom ale existuje aj ina trasa: Robot rovnako pride do u,
prejde V', Us, Uy a zvySok trasy prejde rovnako, ako v trase na vstupe.

Ui

U U

Preto aby ziadna ind trasa neexistovala, musia mat vSetky vrcholy U (okrem u) pocet
prechodov 1. (Teda tsek U bude tvorit ucho nad vrcholom u.)



,ucho“

u

Uvedomme si teraz, Zze ked hrany tvoriace toto ucho z grafu odstranime, nezmenime tym
pocet tras v grafe. (Kazda trasa v grafe totiz vyzera nasledovne: Robot nejako pride do wu,
prejde ucho a nejako prejde zvysok grafu. Ked hrany tvoriace ucho odstranime, ku kazdej trase
v povodnom grafe najdeme zodpovedajicu trasu v novom grafe tak, ze z nej odstranime hrany
ucha.) Tymto ale dostaneme graf s menej hranami, na ktorom mdzeme tento postup zopakovat.
Ak sa nam takto podari postupne odstranit vSetky hrany z grafu, znamena to, Ze aj povodny
graf mal len jednu trasu. Naopak, ak v niektorom kroku zistime, Ze v prave spracovavanom
grafe existuje viac tras, znamena to, ze aj nas povodny graf obsahoval viac tras.

To uz je aj névod, ako zostrojit algoritmus riesiaci tuto tlohu. Pre kazdy vrchol si budeme
pamiitat pocet prechodov cezemni. Ak m4 niektory vrchol pocet prechodov aspon 3, vyhlasime,
Ze existuje ind trasa a skon¢ime. V opacnom pripade za¢neme postupne ¢itat zo vstupu trasu
a budeme si pamiitatf, cez ktoré vrcholy sme uz isli. Ked sa nam niektory vrchol v zopakuje,
pozrieme sa, ¢i niektory vrchol medzi prechodmi cez v nemé pocet prechodov 2. Ak taky
najdeme, vyhlasime, Ze existuje ind trasa a skon¢ime. Ak nie, odstranime tieto vrcholy z trasy
a pokracujeme. (Vsimnite si, Ze si vobec nepotrebujeme pamitat graf a menif ho, kedze je
jednoznaéne popisany trasou.) Ked skonéime (s prazdnou trasou), vyhlasime, Ze ziadna ina
trasa neexistuje a skonc¢ime.

Spréavnost tohoto algoritmu vyplyva z vyssie uvedeného popisu. Ak4 je jeho ¢asova zlozitost?
Nech ma nas graf N vrcholov a M hran. Ak z niektorého vrcholu vychédzaja aspon 3 hrany,
akondhle prvy takyto vrchol ndjdeme, mozeme skoncif. V tomto pripade je Casovéa zlozitost
nasho algoritmu O(N). (Pokial by sme docitali zo vstupu cely graf a az potom kontrolovali
po¢ty prechodov cez vrcholy, zhorsi nam to zlozitost na O(M + N).) V opa¢nom pripade
z kazdého vrcholu vychadzaji najviac dve hrany, preto M = O(N). (Cize n4s graf ma len
linedrne vela hran v zavislosti od po¢tu vrcholov.) A teda aj pocet hran trasy je O(N), lebo
v trase je kazda hrana prave raz. Kazdy vrchol na trase najviac raz nacitame, najviac raz sa
pocas behu algoritmu pozrieme na pocet prechodov cez neho a najviac raz ho z trasy vyhodime.
To znamend, ze (pri vhodnej implementécii) bude aj v tomto pripade ¢asové zlozitost nasho
algoritmu O(N).

program Rury II,

const MAXN = 100;

var [ : text
prechody : array[l..MAXN] of byte; {pocet prechodov cez vrchol}
n,m : integer; {pocet vrcholov a hrén}

procedure Nacitaj Graf;
var i, x,y : integer;
begin
readin(f,n,m);
fillchar(prechody,n,0); {vypli pole nulami}
for 1 := 1 to m do begin
readin(f,x,y);
inc(prechody(z]);
if (prechody[z] = 3) then begin



writeln(’Existuje ina trasa.’);
close(f);
halt;
end;
end;
end;

procedure Spracuj_Trasu;

var bol : array[l.. MAXN] of boolean; {¢ uz trasa 8la cez dany vrchol}
trasa : array[l.. MAXN + 1] of integer;
Itr : integer;  {dlzka uz nacitanej trasy}
1, kde : integer,

begin
ltr .= 0;
fillchar(bol, sizeof(bol), 0);
for : := 1 to m do begin
inc(ltr);
read(f, trasa[ltr]);
if (bol[trasalltr]]) then begin
{ideme kontrolovaft, ¢i mame ,ucho*}
kde := ltr — 1;
while (trasalkde] <> trasa|ltr]) do begin
if (prechody(trasa[kde]] = 2) then begin
writeln(’Existuje ina trasa.’);
close(f);
halt;
end;
bol[trasalkde]] := false;
dec(kde);
end;
dec(prechody(trasalltr]]); {odstranili sme ucho}
ltr .= kde;
end else begin
bol[trasa[ltr]] := true;
end;
end;
end;

begin
assign(f, ’rury.in’); reset(f);
Nacitaj_Graf;
Spracuj_Trasu;
close(f);
writeln(’Neexistuje ina trasa.’);
end.



P-11-3

Ak sa ucitel otaca zo svojho zékladného smeru k nejakému Ziakovi proti smeru hodinovych
rucic¢iek, budeme hovorit, Ze tento ziak je nalavo. Ak sa otdca v smere hodinovych rudiciek,
ziak je napravo.

Najprv dokézeme, ze vzdy existuje rieSenie, v ktorom je ucitel otofeny smerom k neja-
kému ziakovi. Predstavme si priamku cez bod [0, 0] uréujicu zakladny smer. Oto¢me teraz tito
priamku dolava o maly uhol « tak, aby Ziaden Ziak, ktory bol nalavo nepre$iel na prava stranu
a naopak. Po takomto otoc¢eni uhly otocenia vSetkych Ziakov nalavo klesnii o v a uhly otocenia
vetkych Ziakov napravo stipnu o «. Teda ak nalavo je viacej Ziakov, priemerny uhol otocenia
sa zmen$il, ak nalavo je menej Ziakov, priemerny uhol sa zvicsil a ak je na oboch stranach
rovnako ziakov, priemerny uhol zostava rovnaky. Ak priamka urcujtica najlepsi zakladny smer
neprechadza cez ziaden bod, tak v aspon jednom smere ju mdZzeme kiisok otocit bez toho, aby
priemerny uhol vzrastol. V otacani prestaneme, len ¢o priamka narazi na prvy bod.

Este stale ale zostava pripad, Ze priamka sice prechadza cez niektory bod, ale ucitel sa pozera
opacnym smerom, t.j. je chrbtom k tomuto ziakovi. To ale nikdy nie je optimalne rieSenie.
Predpokladajme, Ze napravo je aspon tolko ziakov ako nalavo. Vtedy, ak oto¢ime priamku
kiisok doprava, vsetkym napravo a ziakovi za chbtom klesne uhol otocenia a teda celkovo sa
uhol otocenia zlep§i. Ak naopak je nalavo viac ziakov, otocenie dolava zlepsi uhol.

Je teda potrebné preskimat iba n zakladnych smerov, v ktorych je ucitel otoceny smerom
k niektorému ziakovi. Pre kazdy je mozné spocitat priemerny uhol otocenia a vybraf najlepsi.
Ak budeme pocitat priemerny uhol otoc¢enia pre kazdy smer osobitne, dostaneme algoritmus s
¢asovou zlozitostou O(n?). My vSak ukazeme algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(nlogn).

Nech «; je uhol, ktory zviera polpriamka idtca cez ziaka i a bod [0,0] s osou x (t.j. uhol,
ktory vypocitame funkciou uhol(xz;,y;)). Uvedomme si, aky je vlastne uhol otofenia medzi
ucitelom natocenym k ziakovi u a medzi ziakom . Musime uvazovat 4 pripady:

e Ziak i je nalavo a a; > ag. Uhol otocenia je a; — av.

e Ziak i je nalavo a a; < ay. Uhol otocenia je a; — ayr + 360°.
e Ziak i je napravo a a; < ag. Uhol otoéenia je ay — .

e Ziak i je napravo a o; > ag. Uhol otoéenia je ay — oy + 360°.

Aby sme nasli priemerny uhol otocenia, potrebujeme s¢itat uhly otodenia pre vSetkych Ziakov.
Sc¢itanim dostaneme nasledujuci vyraz:

Z o; — Z o —L-ay+ P-ay+ X -360°
ziak i ~ ziak ¢
je nalavo Je napravo

kde L je pocet ziakov nalavo, P je pocet ziakov napravo a X je pocet ziakov, ktori st nalavo s

Teda sucet uhlov otocdenia vieme spocitat v konStantnom case, ak pozname stucet hodnot o
pre ziakov nalavo a napravo a ak pozname poéty L, P, X.

N4&s algoritmus si najprv utriedi body podla uhla «; (t.j. proti smeru hodinovych ruciciek).
Potom si pre kazdé i spocita stcet uhlov «; pre prvych ¢ bodov v utriedenom poradi a tieto
¢isla ulozi do pola 5 (t.j. B; = a1 + ag + -+ + «;). VSimnite si, ze §; = oy + i1, a teda iduic
zlava doprava vieme spocitat vSetky hodnoty (; v linedrnom ¢ase. Ak teraz chceme spocitat
stcet uhlov v tiseku od i-teho po j-teho ziaka, staci spocitat 3; — 5;_1.

Po tejto inicializacii budeme postupne skiimaf mozné zdkladné smery v poradi, v akom
st v striedenom poli. Nech U je ziak, ktory urcuje zakladny smer. Pre kazdé U si ndjdeme



posledného ziaka [, ktory je nalavo. VSetci ziaci medzi U a [ (vratane [) st nalavo, ostatni ziaci
st napravo. Niekedy mame [ < U, a vtedy st nalavo ziaci U + 1,...,n a 1,...,l. Podobne
Ziaci napravo bud tvoria jeden alebo dva suvislé tiseky v utriedenom poli. Ak teda vieme U a
[, mdzeme pouzit pole § na to, aby sme v konStantnom case zistili sticet uhlov «; pre Ziakov
nalavo a napravo, lebo st to stcéty jedného alebo dvoch stvislych tsekov v poli a. Pocty ziakov
nalavo a napravo (L a P) tiez Tahko spoc¢itame. Hodnota X je trosku fazsia, ale ziak ¢ ma
a; mensie ako ay len vtedy, ak je i mensie ako U (lebo pole je striedené podla «). Teda, ak
pozndme indexy U a [, vieme spocitat sacet (a priemer) uhlov otocenia v konstantnom case.

Zostava vyriesit problém, ako efektivne néjst hodnotu [, t.j. index posledného prvku vlavo.
Pre U = 1 jednoducho za¢neme s [ = 1 a budeme zvySovat [, az kym nenéjdeme posledny
prvok, ktory je nalavo. Pre kazdu dalsiu hodnotu U vyuzijeme fakt, Ze [ z predchadzajiceho
kroku je teraz uréite nalavo a teda zacneme z predchadzajicej hodnoty [ a budeme [ zvySovat,
az kym nendjdeme prvy bod vpravo (ak prideme na koniec pola, pokra¢ujeme od jednotky).
Index [ takymto sposobom pocas celého algoritmu obide celé pole iba dvakrat, teda celkova
zlozitost hladania posledného prvku vlavo je O(n).

Celkové ¢asova zlozitost je O(nlogn), lebo triedenie pracuje v ¢ase O(nlogn), pole (5 vieme
vypocitat v ¢ase O(n), celkovy ¢as otdcania indexu [ je O(n) a vypocet suétu uhlov otoc¢enia
je konstantny pre jeden smer, t.j. O(n) pre vSetky smery.

V uvedenom programe sme kvoli tispore miesta nahradili O(n logn) triedenie kvadratickym.
Taktiez sme pouzili pole dizky 2n, v ktorom sa kazdy bod nachadza dvakrat, ¢o zjednodusuje
vypoclty (netreba uvazovat, Ze posledny bod vlavo bude maf index mensi ako U — ak treba
jednoducho pokracujeme s hladanim indexu [ dalej za n, vyuzivajic druhé képie bodov v
poli). Pri implementécii treba dbat na to, aby program spravne oSetril rozne okrajové pripady,
napriklad, Zze vSetky body st nalavo alebo napravo od U.

program P_[I 5

const MAX = 1000; { maximalny pocet bodov }

const priamo = 1; vlavo = 2; vpravo = 3; { smery }

type bod = record { tdaje pre jedného ziaka }
x,y : real; { stradnice }

uhol : real; { uhol vypocitany funkciou ,,uhol® }
sucet : real; { sucet uhlov prvych niekolko ziakov }
end;
var a : array [0..2 x MAX] of bod; { pole bodov, kazdy je tam dvakrat }
n : integer; { pocet bodov (ziakov) }

function whol(xz, y : real) : real,
var vysl : real;
begin { implementacia funkcie ,,uhol* definovanej v zadani }
if z = 0 then begin { $pecidlny pripad x=0 }
ify > 0 then uhol := 90
else uhol := 270;
end
else begin { x<>0, mozeme pouzit arctan }
vysl = arctan(y/z) / pi * 180;
if r < 0 then vysl := wysl — 180; { zmen vysledok podla kvadrantu }
if vysl < 0 then vysl := wvysl + 360;
uhol = wysl,
end;



end; { uhol }

procedure nacitaj
var ¢ : integer;
begin { nacitaj ¢islo n a stiradnice n bodov }
read(n);
for i := 1 to n do read(ali].z, ali].y);
end; { nacitaj }

procedure tried(zac, kon : integer);

var pom : bod,;

var i, j, min : integer;

begin { tried pole a od pozicie ,zac* po poziciu ,kon“ podla uhla }

for : := zac to kon — 1 do begin
min := i; { ndjdi minimum v neutriedenej ¢asti pola }
for j := i+ 1 to kon do begin
if a[j].uhol < a[min].uhol then min = j;
end;
{ uloZ minimum do ali] }
pom = alil; ali] = a[min|; a[min] := pom;
end;

end; { tried }

procedure priprav_pole;
var ¢ : integer;
begin { sprav predvypoéty na pripravenie pola a }
for i := 1tondo { kazdému bodu spocitaj uhol }

ali].uhol := whol(ali].z,ali].y);
tried(1,n); { utried pole podla uhlov }
fori := 1tondo { urob képiu kazdého bodu }
ali +n] = ali;
al0].sucet = 0; { spocitaj ¢iastoéné sucty uhlov }
fori:=1to2+ndo
ali].sucet := ali — 1].sucet + ali].uhol;

end; { priprav_pole }

function poloha(kto, odkoho : integer) : integer;
begin { zisti, v akej polohe je bod ,kto“ vzhladom na bod ,,odkoho* }
if a[kto].uhol = afodkoho|.uhol then poloha := priamo
else if aodkoho|.uhol < a[kto].uhol then begin
if a[kto].uhol < alodkoho].uhol + 180 then poloha = vlavo

else poloha = wvpravo;

end

else begin
if a[kto].uhol < alodkoho].uhol — 180 then poloha := wvlavo
else poloha := wvpravo;

end;

end;



function sucet_uhlov(smer, posl_vlavo : integer) : real;
var sucet : real;
begin { spocitaj sticet uhol, ak je ucitel otoceny k Ziakovi ,smer®,
,posl_vlavo“ je posledny ziak, ktory je nalavo od ucitela }
{ zapo¢itaj ziakov nalavo od ucitela (od smer+1 po posl_vlavo) }
sucet = (a[posl_vlavo|.sucet — a[smer|.sucet) —
(posl_vlavo — smer) * alsmer].uhol;
{ niektori Ziaci nalavo maji mensi uhol }
if posl_vlavo > n then
sucet := sucet + (posl_vlavo —n) * 360;
{ zapocitaj ziakov napravo od uéitela (od posl_vlavo+1 po smer+n-1) }
sucet := sucet + ((smer+n—1) — poslvlavo) * a[smer].uhol —
(a[smer+n — 1].sucet — a[posl_vlavo].sucet);
if posl_vlavo+1 <= n then
sucet := sucet + (n — posl_vlavo) * 360;

sucet_uhlov = sucet;
end;

function najdi_posl_vlavo(smer, zac : integer) : integer;
var posl_vlavo : integer;
begin { najdi posledného ziaka nalavo od smeru ,smer*,
zatni hladat v bode ,zac“ }
posl_vlavo = zac;
while (poloha(posl_vlavo, smer) <> wvpravo) and
(posl_vlavo < smer+ n) do begin

posl_vlavo = posl_vlavo + 1;
end;
najdi_posl_vlavo = posl_vlavo — 1,

end;

var smer, posl_vlavo, min_smer : integer;

var sucet, min : real,

begin { **** hlavny program **** }
nacitay; { nacitaj vstup }
priprav_pole; { tried, predpocitaj uhly a ich sucty}
smer = 1, { spo¢itaj otocenie smerom k ziakovi 1 }
poslvlavo = najdi_posl_vlavo(smer, 1);
min = sucet_uhlov(smer, posl_vlavo);
min_smer = 1;

while smer < n do begin { kym sa neprezri vetky body }
smer = smer+ 1; { oto¢ sa k dalsiemu ziakovi }
posl_vlavo = najdi_posl_vlavo(smer, posl_vlavo);
sucet = sucet_uhlov(smer, posl_vlavo);
if sucet < min then begin { porovnaj stcet uhlov s doterajsim minimom }
min = sucet;



min_smer = Smer;
end;
end;
{ vypis vysledok }
writeln(’0tocit sa v smere [’, a[min_smer].z:0:1, 7,
a[min_smer].y : 0: 1, ’1°);
end.

P-11-4

Cast a)

Spravnou odpovedou je napriklad vstup 6,5,4,3,2,1 (ale aj mnoho inych vstupov). Pre vstup
6,5,4,3,2,1 vypocet siete prebieha nasledovne:
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Cast b)

Treba odstranit komparator vyznaceny Sipkou na predchadzajicom obrézku (jediné spravne
rieSenie). Dokazme teraz, Ze po odstraneni tohto komparatora siet triedi. V prvych troch vrs-
tach sa minimum dostane na prvy vodi¢ a maximum na posledny vodi¢. Mozeme to dokazat
nasledujticim sposobom. Po prvej vrstve je minimum na niektorom z vodicov 1, 3, alebo 5. Po
druhej vrstve je na vodici 1 alebo 5 a po tretej vrstve je urcite na vodic¢i 1. Podobne maximum
je po prvej vrstve na vodici 2, 4 alebo 6, po druhej vrstve na vodici 2 alebo 6 a po tretej musi
byt na vodici 6.

Prvy a posledny vodi¢ teda po tretej vrstve obsahuju spravne hodnoty. Dalsie tri vrstvy
striedia prostredné $tyri vodice. Stvrta vrstva umiestni minimum z druhého a tretieho vodica
na druhy vodi¢. Podobne piaty vodi¢ obsahuje maximum zo Stvrtého a piateho vodica. Piata
vrstva povodnej siete sa vynechéava. V Siestej vrstve porovndme medzi sebou maxim4a a minima
z predchadzajuceho kroku, t.j. po tejto vrstve uz druhy vodi¢ obsahuje minimum a piaty vo-
di¢ maximum zo zvy$nych Styroch prvkov. Zostava dotriedif prostredné dva vodice, ¢o spravi
komparator v poslednej vrstve.

Cast c)

Oznacme z; ¢islo na vstupe i. Dokazme najprv nasledujice pozorovanie: pre kazdé ¢ < n jedno
z Cisel x; a x9,_;11 patri medzi n najmensich ¢isel a druhé medzi n najvicsich. Predpokladajme,
Ze obe ¢isla x; a x9, ;41 patria medzi n najmensich ¢isel. Potom ¢isla zq, xo, ..., ;1 patria tiez
medzi n najmensich cisel, lebo st mensie ako z;. Podobne aj ¢isla 1, xp1o, ..., T2, patria
medzi n najmensich ¢isel, lebo st mensie ako s, ;.1. To znamend, Ze sme spolu identifikovali
i+ (2n—i+1—n)=n+1 ¢sel, ktoré patria medzi n najmensich, ¢o je spor. Aspoii jedno z
Cisel z; a wa, ;41 musi teda patrit medzi n najvicsich Cisel.
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Predpokladajme teraz, ze obe ¢isla x; a x9, ;1 patria medzi n najvécsich c¢isel. Potom ale aj
¢isla xj1 1, X190, ., Ty & Top_jio, Ton_it3, - - -, Lo, patria medzi n najvacsich ¢isel, lebo st vicsie
ako z; alebo 3, ;1. Spolu sme teda identifikovali (n —i+ 1)+ (2n —2n+1¢) = n+1 ¢isel, ktoré
patria medzi n najvicsich, ¢o je spor. Teda nemdzu obe ¢isla patrif ani medzi n najvacsich.

Dokézali sme teda, Ze jedno z ¢isel x; a x5, ;11 patri do hornej polovice vystupov a druhé do
dolnej. Do hornej patri to z nich, ktoré je mensie. Staci ich teda porovnat jednym komparatorom
a kazdé sa dostane do spravnej polovice vystupov. Toto spravime pre kazdu dvojicu x; a xo, ;11
prei = 1,2 ... n. Nasa siet teda bude mat n/2 komparatorov v jednej vrstve. Priklad takejto
siete pre 8 vstupov (n = 4) uvddzame na obrazku.

11



SLOVENSKA KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIADY

51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
Vzorové riesenia II. kola kategdrie P
Vydala IUVENTA
pre vnutornt potrebu Ministerstva skolstva SR
Autori prikladov B. Brejova, M. Forisek, M. Pal a T. Vinar
Zodpovedny redaktor M. Forisek
Sadzba programom ETEX

(© Slovenska komisia Matematickej olympiady, 2001



