MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

51. ROCNIK, gkolsky rok 2001/2002
Zadania uloh 2. kola kategodrie P

Druhé kolo 51. ro¢nika MO kategdrie P sa kona 8. januara 2002 v dopolud-
najsich hodinach. Na rieSenie tloh méate 4 hodiny cistého casu. RieSenie
kazdého prikladu musi obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inéc):

e Popis riesenia, to znamena slovny popis pouzitého algoritmu, ar-
gumenty zdovodnujice jeho spravnost (pripadne dokaz spréavnosti
algoritmu), diskusiu o efektivite vasho riesenia (Casova a pamétova
zlozitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V tlohich P-II-1, P-II-2 a P-II-3 treba uviest dosta-
tocne podrobny zapis algoritmu, najlepsie v tvare zdrojového textu
najdolezitejsich casti programu v jazyku Pascal alebo C. Zo zapisu
mozete vynechat jednoduché operacie ako vstupy, vystupy, imple-
mentéaciu jednoduchych matematickych vztahov a pod. V tlohe P-
II-4 nakreslite pozadovani komparatorovu siet.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a
efektivita zvoleného algoritmu.



P-1I-1

Uvazujme maticu A rozmerov m X n, ktorej prvky su nuly a jednotky.
Ordmovanym obdiznikom budeme nazgyvat takt podmaticu, ktora méa as-
poni dva riadky, aspon dva stipce a ktorej prvy a posledny riadok, ako
aj prvy a posledny stipec obsahujt iba jednotky. Vnutro obdlznika moze
obsahovat Tubovolné prvky.

Stutazna tiloha

Navrhnite algoritmus, ktory v danej matici A najde najvacsi oramovany
obdlznik. Velkost oramovaného odlznika s i riadkami a j stlpcami je i - j
(t.j. hfaddme oramovany obdlznik, pre ktory bude stcin i - j najvacsi
mozny). Mézete predpokladat, Ze aspoii jeden ordmovany obdlznik sa v
matici nachadza. Ak existuje takych obdlznikov viac, sta¢i najst Iubovolny
z nich.

Priklad:

Vstup: Vystup:

m=11,n =24 Najviacsi oramovany obdlznik mé
000000000000000000000000 rozmery 6 X 9 a jeho lavy horny roh
001111100000000001100000 je\74.ﬁadku215.sﬂpci

001100111111111111111110
001011111111111111111110
001010100000100011100000
001111100100100011100000
000010001100100111111000
000010000000100100101000
010011111111100100001000
001000000000000111111000
000000000000000000000000

P-11-2

Vyskumny tstav potrubi a rir ma novy problém, tentokrat so stustavou
orientovanych rar. Na vycistenie takejto ststavy je potrebné, aby cistiaci
robot presiel kazdou rirou prave raz. Stustava je orientovana, to znamena,
ze pre kazda ruru je predpisany smer, ktorym tfiou robot musi prejst.
S vynalozenim velkého tsilia sa programatorom VUPR podarilo napisat
program, ktory pre danua ststavu najde jednu moznu trasu cistenia, alebo
urci, ze takato trasa neexistuje. Niekedy je vsak dolezité vediet, ¢i existuje
takychto ¢istiacich tras viac (striedanim ¢istiacich tras je mozné redukovat
opotrebenie robota v zakrutach).



Sustava rar pozostava z n uzlov ocislovanych 1,...,n, medzi ktorymi
vedie m jednosmernych rur ocislovanych 1, ..., m. Kazda rara vedie medzi
dvojicou (navzajom réznych) uzlov a nema ziadne odbocky alebo vetvenia.
7 kazdého uzla vedie do kazdého iného uzla najviac jedna rura. Pre tato
sustavu je zarucCené, zZe existuje trasa pre robota, ktora zacina aj konci v
uzle 1 a prejde kazdou rarou prave raz (reSpektujuc jej smer). Pracovnici
VUPR navy$e pomocou svojho programu jednu takito trasu nasli a je
vam k dispozicii. Vasou ulohou je zistit, ¢i existuje ind trasa, zacinajuca
aj konciaca vo vrchole 1, ktora prejde kazdou rarou prave raz.

Tato trasu nemusite vypisovat, t.j. odpoved vasho programu mé byt
ano/nie.

Priklad:

Vstup: Vstup:
n=5m=717 n=5m==~6
rary: rary:

12 12

15 23

23 31

31 34

34 45

41 53

53 trasa: 1234531
trasa: 12341531 Vystup:
Vystup: Neexistuje ina trasa.
Existuje ina trasa.

Poznamka:

12315341 jepriklad inej trasy.

P-11-3

V triede sedi ucitel a dava pozor na n Ziakov, ktori pisu pisomku. Ucitel
kladny smer. Ak vsak ucitel zaCuje odniekadial podozrivé zvuky, rychlo sa
oto¢i, aby videl, ¢o sa deje. Ulohou je zvolit zakladny smer tak, aby uhol,
o ktory sa musi otoc¢it, bol ¢o najmensi. Kedze k roznym ziakom sa treba
otoCit o rézny uhol, chceme minimalizovat priemerny uhol.

Stutazna tloha

Na vstupe je dané ¢islo n a stradnice n bodov v rovine [z1,y1], [T2,y2],
ce oy [Tn, yn]- Kazdy bod urcuje polohu jedného ziaka v triede. Ucitel sedi



v bode [0, 0]. Mozete predpokladat, Ze bod [0, 0] nelezi na Ziadnej priamke
urcenej dvoma zadanymi bodmi.

V zédkladnom smere je ucitel oto¢eny smerom k nejakému bodu [z, y].
Ked zacuje Suchotat Ziaka i, oto¢i sa smerom k bodu [x;,y;]. Otaca sa
bud v smere hodinovych rudiciek, alebo proti smeru hodinovych ruciciek,
podla toho, ktorym smerom je uhol oto¢enia mensi (t.j. pre kazdého Ziaka
je uhol otocenia najviac 180°).

Priemerny uhol otocenia je priemer uhlov otocenia pre vsetkych n bo-
dov. Ulohou je najst taky bod [z, y] uréujici zakladny smer, aby priemerny
uhol otocenia bol najmensi mozny.

Pomocka: Mozete predpokladat, ze mate k dispozicii funkciu uhol (x,y),
ktord vrati uhol otocenia ucitela medzi bodom [1,0] a bodom [z,y] v
protismere hodinovych rucic¢iek (t.j. uhol medzi 0° a 360°).

Priklad:

Vstup: g
n = 4, body: [~1,1], [0, =3], [-2, —2], [2, 0] :

Vystup: : .
Zakladny smer je smerom k bodu [—1, —2]. — —e >
Poznamka:
Priemerny uhol otocenia je 67.5°. o Lol
Spravnych rieseni je viacero, napriklad aj bod ro Lo
[—2, —2] (ziak 3). IR

P-11-4
Komparatorové siete

Komparatorové siete sa vyuzivaju pri navrhu paralelnych algoritmov. Tiez
je jednoduché ich realizovat pomocou elektronickych obvodov. Kompard-
tor je jednoduché zariadenie, ktoré dostane na vstupe dve ¢isla, porovna
ich a na vrchnom zo svojich vystupov vrati mensie z tychto dvoch ¢isel a
ktoré budeme volat komparatorové siete.

Kompardtorovd siet pozostéva z n vodorovne usporiadanych vodicov,
ktoré st na niektorych miestach poprepajané komparatormi. Kompara-
tory su usporiadané do wvrstiev, ktoré zodpovedaju krokom vypoctu. Na
zaCiatku vypoctu (v kroku 0) siet dostane na vstup n ¢isel. Po skonéeni
kroku k£ — 1 sa vystupy z kroku k — 1 prenest vodi¢mi na komparatory
vo vrstve k. Komparator vo vrstve k spaja vzdy dva vodi¢e (nemusia byt
susedné). Ak je na spodnom z nich mensia hodnota ako na vrchnom, vy-
meni tieto hodnoty, v opacnom pripade ich necha tak. V jednej vrstve



moze byt aj viacero komparatorov (vypocet sa odohré naraz, paralelne),
ale v jednej vrstve moéze jeden vodi¢ vstupovat najviac do jedného kom-
paratora. Po skonceni celého vypoctu st na vystupoch siete tie isté cisla
ako na vstupe, iba v zmenenom poradi.

Gra cky sa vodice zobrazujui ako vodorovné ciary, komparatory ako
zvislé spojnice svojich vstupnych vodicov. Komparatory v jednej vrstve
sa kreslia zvislo nad seba, pripadne do niekolkjch susediacich stipcov.
Jednotlivé vrstvy oddelime ¢iarkovanou ¢iarou. Vypocet prebieha zlava
doprava.

Pri navrhu sieti sa pokasame zostrojit ich tak, aby ¢as vypoctu bol
¢o najmengi, t.j. aby siet mala ¢o najmenej vrstiev. Druhym doélezitym
kritériom je pocet komparatorov (od tohoto poctu moze zavisiet napriklad
cena vyroby siete).

Priklad.
. 4 o 3 g1 1
1 1 I 3 o2
2 (1 o s
3 o 4 I 4 4

Uvazujme najlavejSiu siet na obrazku. Tato siet dostane Styri vstupy
a vrati ich utriedené od najmensieho po najviacsi. Po prvych dvoch kro-
koch vypoc¢tu bude najmensi vstup bud na prvom alebo druhom vodici
a najviacsi vstup na trefom alebo §tvrtom. Dal$ie dva kroky umiestnia
najmensi a najvacsi prvok na ich miesto a v poslednom kroku dotriedime
druhy a treti vodi¢. Vsimnite si, ze prvy a druhy komparator, podobne
ako treti a Stvrty, je mozno zIuc¢it do jednej vrstvy bez toho, aby sa zme-
nil vysledok vypoc¢tu. Vysledna rychlejsia siet je na prostrednom obrazku.
Pravy obrazok ukazuje priebeh vypoctu pre vstup 4,1, 2, 3.

Priklad. Zostrojte siet, ktora na vstupe dostane n ¢isel a na vystupe
umiestni najmensie z tychto ¢isel na vodi¢ 1 (na poradi ostatnych ¢isel
nam nezalezi). MozZete predpokladat, Ze n je mocnina dvoch.

Riesenie. Siet zostrojime rekurzivne. Oznacme S,, siet, ktora tlohu riesi
pre n vstupov. Ak n = 1, S,, nebude obsahovat Ziaden komparator, lebo
mame iba jeden vstup. Predpokladajme teda, ze n > 1. Vstupy rozdelime
na dve polovice (hornt a dolnt1). Na kazdu polovicu aplikujeme siet S, /5.
Tieto dve siete polovi¢nej velkosti mozu pracovat paralelne. Po skonceni
ich vypoc¢tu mame na vodi¢i 1 najmensi z hornej polovice vstupov a na
vodi¢i n/2 + 1 mame najmensi z dolnej polovice. Teraz staci pridat jeden
komparator medzi vodi¢mi 1 a n/2 + 1 a dostaneme celkové minimum
na prvom vodici. Siet S, teda pozostdva z dvoch sieti S,/ a z jedného



komparatora. Konstrukcia siete S,, je zobrazena na nasledujiicom obrazku
vlavo, vpravo je priklad vyslednej siete pre n = 8.

n

n
E : Sn/2

Vsimnime si, ze hlbka rekurzie je log,n, kedZe velkost vstupu sa v
kazdom rekurzivnom kroku znizi na polovicu. Kazda aroven rekurzie prida
do vyslednej siete jednu vrstvu, preto siet S,, ma log, n vrstiev. Pocet
pouzitych komparatorov je v poslednej vrstve 1, v kazdej dalSej vrstve
odzadu sa vzdy zdvojnasobi. Nech pocet vstupov je n = 2*. Potom pocet
pouzitych kompardtorov je 1 +2+ 4+ ... +2F 1 =28 _ 1 = n —1
(stucet geometrickej postupnosti). Dostali sme teda siet, ktord ma O(logn)
vrstiev a pouziva O(n) komparatorov.

Stutazné tlohy

a)

b)

Na nasledujicom obrazku je siet so Siestimi vstupmi. Néajdite vstup
(t.j. 6 cisel), ktory tato siet neutriedi. Zobrazte aj priebeh vypoctu
siete pre tento vstup.

V sieti uvedenej v Casti a) je komparétor, ktory ked odstranime,
siet bude spravne triedit lubovolnii postupnost Siestich ¢isel. Najdite
tento komparator a vysvetlite, pre¢o po jeho odstraneni siet spravne
triedi.

Na vstupe je 2n navzajom rdéznych éisel. Cisla na prvych n vstu-
poch s utriedené od najmensieho po najvécsie a ¢isla na druhych n
vstupoch su tiez utriedené od najmensieho po najvicsie. Navrhnite
komparatorovu siet, ktord na prvych n vystupoch vrati n najmen-
Sich ¢isel (v Tubovolnom poradi) a na druhych n vystupoch vrati n
najvicsich ¢isel (v lubovolnom poradi). Snazte sa, aby vasa siet bola
¢o najrychlejsia.



Priklad: n=3, vstupy 1,4,5,2,3,6. Na vystupe prvé tri vodice obsa-
huja 1,2,3 v Tubovolnom poradi a druhé tri vodi¢e obsahuju 4,5,6 v
Iubovolnom poradi. Napriklad 2,3,1,6,5,4 je spravny vystup.
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