Slovenska komisia Matematickej olympiady
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava 4

50. ro¢nik Matematickej olympiady, $kolsky rok 2000/2001
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1. satazny den

P-111-1 (Veze)

Na tvod si treba uvedomit, Ze jednotlivé stiradnice pozicii vezi mézeme volit ne-
zéavisle na sebe. To preto, Zze volba stipca nijako neobmedzuje rozsah riadkov, v
ktorych moze byt veza umiestnend a naopak. Mozeme teda pre kazdu vezu naj-
skor zvolit stlpec, v ktorom sa bude nachadzat a potom pre kazda zvolit riadok.
Tym sme pdvodni tlohu previedli do jedného rozmeru. Jednotlivé obdlzniky sa
nam premietnu na intervaly a v kazdom intervale chceme vybrat jedno ¢islo tak,
aby sa ziadne dve vybrané cisla nezhodovali.

Cisla budeme hladat nasledujtcim spésobom: Budeme postupne prechidzat
¢isla od 1 do N a budeme si udrziavat informéaciu, ktoré intervaly zacéinajice
pred tymto c¢islom eSte nemaji pridelené Zziadne cislo. Z tychto intervalov vybe-
rieme najskor konciaci a priradime mu aktualne ¢islo. Pokial vybrany interval
uz pridelované ¢islo neobsahuje (skondil skor), tvrdime, ze tloha nemé riesenie.

Majme nejaké korektné rozostavenie vezi R. Indukciou dokazeme, ze kazdé
takéto rozostavenie vieme upravit na rozostavenie, ktoré navrhne nas algoritmus.
Tym teda ukazeme, ze ak existuje korektné rozostavenie vezi, tak nas algoritmus
jedno korektné rozostavenie najde.

1° Nech C je najmensie ¢islo, ktoré chce nas algoritmus priradif nejakému
(konkrétne najskor zac¢inajuicemu) intervalu I. Z popisu algoritmu je zrejmé, ze
mensie ¢islo sa v ziadnom rozostaveni nemdéze vyskytovat. Pokial sa v R nevys-
kytuje ani ¢islo C, mézeme R upravit tak, Ze intervalu I priradime namiesto jeho
sucasného cisla cislo C. Tym sme dostali korektné rozostavenie, ktoré sa navyse
v prvom cisle zhoduje s rieSenim, ktoré najde nas algoritmus. Ak je v R ¢islo
C uz priradené nejakému intervalu J, mozZeme intervalu J priradit ¢islo, ktoré
mal doteraz priradené interval I a intervalu [ priradit ¢islo C. Kedze interval
I kon¢i zo vsetkych intervalov obsahujicich C' najskor, bude toto rozostavenie
opét korektné.

2° 7 indukéného predpokladu vieme, Ze existuje rozostavenie, ktoré sa s
rozostavenim navrhnutym nasim algoritmom zhoduje v prvych k ¢islach, chceme
ukazat, Ze existuje rozostavenie, ktoré sa s nim zhoduje v prvych k + 1 ¢islach.
Myslienka je uplne rovnaké ako v prvom kroku indukcie, preto tuto ¢ast dokazu
nechdvame na citatela.

Priama implementécia algoritmu vedie k rieseniu s ¢asovou zlozitostou O(N?).
My implementaciu zrychlime nasledujucim spésobom: Aby sme vedeli rychlo
upravovat informdaciu o tom, ktoré intervaly obsahuji prave spracivané ¢islo,
zoradime si ich najskor podla zaciatku. Aby sme boli schopni rychlo najst naj-
skor kondiaci z nich, budeme si intervaly obsahujtice spracivané ¢islo, udrziavat
v halde podla ich koncov. VylepSena implementacia teda vyzera nasledovne:



Prechadzame postupne ¢isla od 1 do N. Pre kazdé si do haldy pridame vsetky
intervaly, zad¢inajice tymto ¢islom. Potom z haldy (ak je neprdzdna) vyberieme
najskor konciaci interval a pridelime mu toto ¢islo. Pokial vybrany interval uz
toto Cislo neobsahuje, vyhlasime, Ze rozostavenie neexistuje. S tymito vylepsSe-
niami ma algoritmus casovu zlozitost O(N.log N) a pamitova O(N).

Program je priamou implementaciou algoritmu. Halda je implementovana v
poli, kde prvok na pozicii « ma synov na poziciach 2¢ a 27 + 1.

program Veze; {P-III-1}
const

MAXN = 100;
type

{Popis jednoho intervalu}
Int = record

s, e : Integer; {Po&atek a konec intervalu}
n : Integer; {Cislo v&Ze, které interval pat¥i}
end;

{Popis jednoho bodu}
Point = array [1..2] of Integer;
{Popis jednoho obdélnika}
Rectangle = record
a, b : Point; {Levy horni a pravj dolni roh}
end;
{Intervaly v jedné soufadnici}
IntList = array[1..MAXN] of Int;
CmpProc = function(A, B : Int) : ShortInt;

var
N : Integer; <{Pocet vezi}
Rec : Array[1..MAXN] of Rectangle; {Obdélniky}
T : Array[1..MAXN] of Point; {Umisténi vé&zi}

{Nacte vstup}
procedure ReadInp;
var
i : Integer;
begin
Write(’Pocet vezi: ’);
Read(N) ;
Writeln(’Souradnice obdelniku:’);
for i :=1 to N do
Read(Rec[i] .a[1], Rec[i].al[2], Recl[i].b[1], Recl[i].b[2]);
end;

{Prida interval do haldy}
procedure AddHeap(var N : Integer; var H : IntList; I : Int;
Cmp : CmpProc);



var

A : Integer;

Tmp : Int;
begin

Inc(N);

H[N] := I;

A :=N;

while A <> 1 do begin {Nejsme na vrcholu}

if Cmp(H[A], H[A div 2]) <> -1 then
break; {Je splnéna podminka haldy?}

{Zaménime prvky, aby byla podminka splnéna}
Tmp := H[A];
H[A] := H[A div 2];
H[A div 2] := Tmp;
A := A div 2; {Posun o idrovein vySe}

end;

end;

{0debere z haldy minimum}

procedure GetHeapMin(var N : Integer; var H : IntList; Cmp :

var Res : Int);
var
A, M : Integer;
Tmp : Int;
begin
Res := H[1];
H[1] := H[N];
Dec(N) ;
A :=1;
while A * 2 < N do begin {Nejsme na dné&7}
{Nalezneme mensiho ze synt}
if Cmp(H[A*2], H[A*2+1]) = -1 then
M := Ax2
else
M := Ax2+1;

if Cmp(H[M], H[A]) <> -1 then {Podminka haldy splnéna?}

break;

{Zaménime prvky, aby byla podminka splnéna}
Tmp := H[M];

H[M] H[A];

H[A] Tmp;

A := M; {Posun o uroveil niZe}

end;
end;

{Porovnad dva intervaly podle pocatku}

CmpProc;



function CmpInt(a, b : Int) : ShortlInt; far;

begin
if (a.s < b.s) or ((a.s = b.s) and (a.e < b.e)) then
CmpInt := -1
else if (a.s = b.s) and (a.e = b.e) then
CmpInt := 0
else
CmpInt := 1;
end;

{Set¥idi pole intervalid}
procedure SortInts(var A : IntList);
var
C, 1 : Integer;
H : IntList;
begin
C := 0;
for i := 1 to N do
AddHeap(C, H, A[i], CmpInt);
for i := 1 to N do
GetHeapMin(C, H, CmpInt, A[il);
end;

{Srovnd intervaly podle konce}
function CmpBack(a, b : Int) : ShortInt; far;

begin
if a.e < b.e then
CmpBack := -1
else if a.e = b.e then
CmpBack := 0
else
CmpBack := 1;
end;

{Spocte jednu soufadnici pro kaZzdou véz}
function CountCoord(c : Integer) : Boolean;
var

Ints : IntList; {Intervaly}

i, a : Integer;

ActInts : IntList; {Halda intervald k uplatnéni}
ActIntsN : Integer; {Polet intervald v haldé&}
Tmp : Int;

begin

{Vytvofri pole intervald z obdélniku}
for i := 1 to N do begin
Ints[i].s := Recl[i].alc];



Ints[i].e := Rec[i].blc];
Ints[i] .n := i;
end;

SortInts(Ints); {Set¥idi intervaly}
{Uré&i soufadnici vé&zi
ActIntsN := 0;
a :=1;
for i := 1 to N do begin
{Pfida do haldy vSechny intervaly zaéinajici na aktudlni pozici}
while (a <= N) and (Ints[a]l.s = i) do begin
AddHeap(ActIntsN, ActInts, Ints[a], CmpBack);
Inc(a);
end;
if ActIntsN > O then begin
{Vybereme nejd¥ive konici interval}
GetHeapMin(ActIntsN, ActInts, CmpBack, Tmp);
if Tmp.e < i then begin {UZ skonéil?}
CountCoord := False;
Exit;
end;
T[Tmp.n] [c] := i;
end;
end;
CountCoord := True;
end;

{Vytiskne soutradnice vézi}
procedure Print;
var
i : Integer;
begin
WriteLn(’Souradnice vezi jsou:’);
for i := 1 to N do
WriteLn(T([i][1], * >, T[i]l[2]);
end;

begin
ReadInp; {Nac¢te vstup}
if CountCoord(1) and CountCoord(2) then
Print  {Ur&i soufadnice vézi - vesly se?}
else
WriteLn(’Rozmisteni vezi neexistuje.’);
end.



P-111-2 (Nuly a jednotky)

Najskor ukazeme, ze pre kazdé N existuje prirodzené cislo x, ktoré ma cifry len
0 a 1 a je delitelné N. Ozna¢me x1 = 1, x2 = 11, x3 = 111 atd. Dalej oznac¢me
m; = x; mod N. Cisla m; mézu nadobudat iba hodnoty od 0 do N — 1, a preto
sa aspon dve z Cisel m1 az my41 rovnaju. Nech st to m; a m; (i < j). Potom
ale ¢islo x = x; — z; je delitelné N a jeho zapis sa zjavne skladé len z cifier 0 a
1.

Nadalej budeme uvazovat len ¢isla zlozené z cifier 0 a 1. Predchodcom ¢isla
x budeme volat ¢islo z <+ 10 (teda = bez poslednej cifry) a nasledovnikmi ¢isla
10z a 10z + 1 (teda tie, ktoré z x dostaneme pridanim dalsej cifry). Cislo x
budeme nazyvat minimalnym ¢islom pre zvySok z, ak © mod N = z, x obsahuje
vo svojom zapise len cifry 0 a 1 a je zo vSetkych takychto cisel najmensie. Teraz
si dokazeme jednoducht pomocnu vetu:

Lemma: Nech z je minimalne éislo pre zvysok z, nech z’ je predchodca x;
ozna¢me 2z’ = ' mod N. Potom 2’ je minimélne &slo pre zvySok z'.

Dokaz: Sporom. Predpokladajme, ze =’ nie je minimalne ¢&islo pre zvysok
2| &ize existuje x” < 2’ také, ze "’ mod N = 2z’ mod N. Nech c je posledna
cifra ¢isla x. Kedze (102’ +¢) mod N = z a '’ mod N = z” mod N, musi nutne
platit aj (102" + ¢) mod N = z, ale potom by &islo z nemohlo byt miniméalne
pre zvy$ok z, lebo &islo 102" + ¢ ma pozadované vlastnosti a je mensie. Tym
sme dospeli k sporu, preto nutne =’ je minimélne &islo pre zvysok z’, q.e.d.

Podla tejto pomocnej vety budeme pocitat minimélne ¢isla pre rézne zvysky.
Pre dany zvySok z sa da spocitat minimalne ¢islo x tak, Ze budeme postupne
testovat v rastiicom poradi nasledovnikov minimalnych ¢isel pre ostatné zvysky a
prvy nasledovnik y nejakého minimalneho cisla, pre ktorého plati y mod N = z,
je zjavne hladanym minimalnym ¢islom pre zvysSok z.

Tymto postupom najdeme minimalne cisla pre vsetky zvysky, pre ktoré exis-
tuju. Polozme l; = 1 a ked uz vieme [1, ..., lx, polozme l; 11 rovné najmensiemu
nasledovnikovi niektorého z ¢isel l1, ..., [, pre ktorého plati, ze lx+1 mod N je
rozne od vsSetkych [; mod N pre 1 < ¢ < k. Z predchadzajicich avah ale vy-
plyva, ze jednotlivé ¢isla [; st minimalne cisla pre zvysky z; = [; mod N. Naviac
podla prvého odstavca sa niektoré z ¢isel z; rovna 0.

Na&s algoritmus bude pracovat presne podla vyssie uvedeného popisu. V poli
fronta si budeme pamiitat hodnoty z; a na m-tej pozicii pola predchadzajuci si
budeme pamiétat zvysok predchodcu minimélneho ¢isla pre zvysok m — z hodnét
v tomto poli sme schopni lahko zostrojit minimalne ¢islo pre zadany zvysSok.
Postupne budeme brat hodnoty z pola fronta, zratame hodnoty (10*z;) mod N
a (10xz;+1) mod N (¢o st zvysky, ktoré davaji nasledovnici minimélneho ¢isla
pre zvySok z;) a ak sme doteraz nenasli ¢islo, ktorého zvysok by bola jedna z
tychto hodnoét, tak tento zvysok pridame na koniec fronty a prislusne zmenime
pole predchadzajuci. Casova aj pamitova zlozitost algoritmu je zjavne O(N).

program nulajed; { P-III-2 }

const MAXN=1000;

var N:word; { zadané &islo N }
predchozi:array[0..MAXN-1] of integer;



{ v slovenskom komentari sa vola predchadzajuci}
{ zbytek pfedchidce minimdlniho &isla s danjym zbytkem
Hodnoty se zvlasStnim vyznamem:
-2 ... dosud nenalezeno minimalni &islo pro tento zbytek
-1 ... nemd predchidce (&islo 1)
}
fronta:array[0..MAXN-1] of word;
{ fronta pouzitd pro generovani minimdlnich &isel }
ukazatel :word;
{ pravé zpracovavany prvek v poli fronta }
vefronte:word;
{ pocet prvki v poli fronta }
procedure pridej(puvodni,novy:word) ;
begin { pfidda minimdlni prvek pro zbytek novy do fronty;
jeho predchiidce je minimdlni pro zbytek puvodni }
if predchozil[novy]<>-2 then exit;
frontal[vefronte] :=novy;
inc(vefronte);
predchozi [novy] :=puvodni;
end;
procedure vypis(p:word) ;
begin { vypiSe &islo se zadanjm zbytkem }
if predchozi[p]>=0 then
begin
vypis (predchozi[pl) ;
if (10*predchozilp]) mod N=p then write(0) else write(1)
end
else
write(1)
end;
begin
readln(N); { nacteme &islo N a inicializujeme pole predchozi }
for ukazatel:=0 to N-1 do predchozi[ukazatel] :=-2;
fronta[0] :=1 mod N;
predchozi[fronta[0]] :=-1;
ukazatel:=0; vefronte:=1;
while (predchozi[0]=-2) do
begin { generujeme ¢isla s rdznymi zbytky... }
pridej(fronta[ukazatell], (10*frontal[ukazatel]) mod N);
pridej(frontal[ukazatel] , (10*fronta[ukazatel]+1) mod N);

inc (ukazatel) ;
end;
vypis(0); { vypiSeme vjsledek a od¥adkujeme }
writeln
end.



P-111-3 (Dlazdice)

Aby sme nemuseli vSetko popisovat zbytocne zlozito, zavedme si jednoduché
oznacenia: Postupnosti budu vzdy zlozené len z nul a jednotiek a vsetky budu
mat n prvkov. Budeme ich znacit tuénymi pismenami a ich prvky pismenami
s indexmi, teda napriklad x je postupnost, obsahujica prvky x1,...,T,. Po¢tu
jednotiek v postupnosti x budeme hovorit jej vaha a znacit #x.

Postupnosb y je zotriedenim postupnosti x prave vtedy, ked y1 < ... < yn
(teda y je neklesajica) a #y = #x.

Zaoberajme sa najskor tym, ako overit druhti podmienku. Mohli by sme po-
stupovat podobne ako v krajskom kole — v kazdom riadku vydlédzdenia odstranit
po jednej jednotke z oboch postupnosti a to opakovat tak dlho, kym nebudu obe
obsahovat len nuly, ¢o lahko overime farbou spodného okraja steny. Tym tlohu
vyrieSime s linedrnou zlozitostou, ¢o vSak nie je (ako si dalej ukdzeme) optimalne.
Zostaneme vsak pri myslienke zjednodusovania testovanych postupnosti.

Tvrdenie: #x = #y <= #x mod 2 = #y mod 2 N #X = #y, kde X
je postupnost, ktori dostaneme z x prepisanim kazdej druhej jednotky na nulu
(t.j. prva prepiseme, druhii nechdme, tretiu prepiseme atd.)

Dokaz: Ak #x = #y, tak iste #x mod 2 = #y mod 2, ale kedze #X =
| #x/2], musi byt aj #X = #¥y. Naopak ak #%X = #§, mozu sa vahy x a y lisit
najviac o 1, a kedze davaju rovnaky zvySok po deleni 2, nutne sa rovnaju.

Vytvorme najskor dlazdicovy podprogram, ktory pre dant postupnost x za-
dand farbami horného okraja spocita X na dolnom okraji a #x mod 2 na pra-
vom okraji. (V tom zmysle, ze vydlazdenie bude existovat prave vtedy, ked farby
tychto okrajov spliaju dané podmienky.) Toto vydlazdenie bude mat jediny ria-
dok. Predpokladajme, Ze Tavy okraj mé farbu 0. Budeme potrebovat nasledovni
sadu dlazdic:

0 1 0 1
To = 0 X0[,1]0 1{,]1 1),]1 0
0 0 0 1

Ak si oznaCime z; farbu pravej hrany a y; farbu dolnej hrany i-tej dlazdice
vydlazdeného riadku (zo nech je 0). Lahko ukazeme, zZe z; = <Zf€:1 mk) mod 2.
Indukciou — pre ¢ = 0 plati, pre ¢ > 0 je

1—1 i
zi = (zi—1 + xx) mod 2 = ((Z :z:k) mod 2 + a:z> mod 2 = (Z xk> mod 2.
k=1 k=1

Taktiez si treba uvedomit, ze y; = 1 <= z;, = 1 A z;—1 = 1, inymi slovami
prave vtedy, ked je x; jednotka, pred ktorou bol neparny pocet jednotiek, teda
ked tato je parna, ¢ize ju mame nechat v X.

Skombinujme teraz dva takéto programy tak, aby pracovali naraz — jeden s
postupnostou x a druhy s y (postupnosti st kédované dvojicami (x;,y;)). Bu-
deme pozadovat, aby vypocitali rovnako kédované postupnosti X a y aj zvysky
#x mod 2 a #y mod 2. Na to staci zostrojif mnozinu 77 obsahujicu ,saciny*
dvojic dlazdic z mnoziny Tp, to znamena pre kazdé dve dlazdice



g
A=|a Xb| a B=|e X f

d h
z Ty do T pridat dlazdicu
&)
aeXbf|,
dh
kde ae, bf, cg a dh st usporiadané dvojice farieb. Ak existuje vydlazdenie riadku,
ktory mé na hornej hrane dvojice (z1,¥y1),. .., (Zn,yn), na dolnej (£1,41),-- .,

(Zn,Jn), na lavej (0,0) a na pravej (zs, zy) dlazdicami z T1, musi vdaka tomu,
ako sme si tieto dlazdice zadefinovali, existovat aj vydlazdenie riadku s hornou
hranou z1,...,xy, dolnou Z1,...,Z,, lavou 0 a pravou z,, ako aj analogické
vydlazdenie pre y. A naopak, ak existuju tieto dve vydlazdenia, existuje aj
ich zloZenie zostavené z dlazdic z mnoziny 77. Preto z; = #x mod 2, z, =
#y mod 2 a spodna hrana naozaj obsahuje dvojice prvkov postupnosti X a y.

My vsak potrebujeme akceptovat prave tie vydlazdenia, u ktorych z, = zy,
teda s pravym okrajom (0,0) aj (1,1). K dispozicii vSak mame len jednu farbu
pravého okraja. Preto rozsirime mnozinu 77 na T3 tak, ze ku kazdému typu
dlazdice z T7 tvaru

&) &)
aeX00| alebo |aeX11].
dh dh
pridame do 1> typ
cg
aeX P/,
dh

kde P je farba pravého okraja, ktora sa nezhoduje s ziadnou inou farbou. Kedze
sa tato dlazdica moze vyskytnit len tesne pri pravej stene (kedze ziadna dlazdica
nemd lavi hranu farby P), zodpovedaji korektné vydlazdenia pomocou tejto
sady dlazdic prave tym vydlazdeniam sadou 71, pri ktorych je z, = 2.

Zostava nam esSte pridat test, ¢i je postupnost y neklesajuca, ¢o vyrieSime
pridanim dlazdic typov:

x0 x1 x1 x0 x1 x1
T, = 0 0,10 1],1 11,10 XP|,|0 XPJ, |1 Pl
x0 xl xl x0 xl xl
x € {0,1},x = ,tuénd verzia® x p,

kde 00, 01, 10 a 11 st farby dvojic kddujucich zadané postupnosti x a y a 00, 01,
10 a 11 analogické kody pouzivané vsetkymi ostatnymi doteraz zadefinovanymi
dlazdicami. Tym z T5 vznikne mnozina T, o ktorej tvrdime, Ze s farbou Tavého
okraja 0, pravého P a spodného 00 riesi nasu tlohu v ¢ase O(logn). Toto tvrdenie
teraz dokazeme.



Prvy riadok musi obsahovat len dlazdice z T, lebo ziadne iné nemaji na
svojich hornych hranach farby zodpovedajtce tym, ktorymi je kédovany vstup.
Ako sme uz ukazali v domécom kole, tato sada overi, Ze postupnost y je neklesa-
juca. Navyse na spodnom okraji tohto riadku dostaneme p6vodné postupnosti zo
vstupu, len inac¢ kodované. Vsetky ostatné riadky obsahuju len dlazdice z T5, pri-
¢om kazdy riadok prepiSe postupnosti x; a y; zadané na svojom hornom okraji
na postupnosti X;+1 = X; a yi+1 = ¥; a overi, ¢i #x; mod 2 = #y; mod 2. Ak
#x = #y, tak po maximalne [log, n| riadkoch buda obe postupnosti zreduko-
vané na nuly, ¢o zodpoveda farbe spodného okraja. Cize v takomto pripade vy-
dlazdenie existuje a méa hibku < 1+ [log, n]. Ak #x # #y, vydladzdenie nemdze
existovat, lebo v aspon jednom kroku by sa #x; mod 2 nerovnalo #x; mod 2
(vid Tvrdenie).

Poznamka: Lepsiu hibku nez Q(logn) sa ned4 dosiahnut. To moézeme zdo-
vodnit podobne, ako sme v krajskom kole dokazovali, Ze na overenie symetrie
potrebujeme linedrnu hibku. Opitf budeme poéitat mozné ofarbenia stredného
stipca — tentokrat si uvedomime, Ze tieto ofarbenia musia byt rézne pre kazdé
dva rozne pocCty jednotiek v z1,...,z,,2 — ak su jednotky len medzi tymito
prvkami a ,/241,...,Zn S nulové, musi zotriedend postupnost y obsahovat
naopak vo svojej Tavej polovici samé nuly a v pravej rovnako jednotiek ako x v
Tavej. Moznych poctov jednotiek medzi x1, ..., 2, /2 je n/2+1, moznych ofarbeni
stredného stipca f", kde f je poéet nami pouzitych farieb a h je vyska steny,
teda zlozitost programu. Z toho dostavame:

bV >n/2+41 = bV'>n/2 = h>logyn—log,2 = h=Q(n).
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