MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

51. ro¢nik, Skolsky rok 2001/2002
Zadania (loh 3. kola kategérie P

1. sGtazny den

P-111-1

Dani je matica A s m riadkami a n stipcami. Kazdy prvok ai; je bud
kladné celé ¢islo, alebo tzv. Zolik, ktory budeme znacit znakom *. Prvky v
kazdom stlpci je mozné Iubovolne vymienat, aviak nie je mozné vymienat
prvky z roznych stipcov. Otézka znie, & je mozné prvky v matici preuspo-
riadaft tak, aby kazdy riadok matice obsahoval neklesajicu postupnost, t.j.
pre kazdy riadok ¢ platilo a;1 < a;s < ... < a;,. Kazdy zolik je pre tcely
porovnania mozné zamenit [ubovolnym celym ¢islom. Napriklad, riadok
(1,%,4, %) je neklesajuci, pretoze prvy Zolik (*) je mozné zamenit ¢islom
(povedzme) 3 a druhy zolik (%) ¢islom (povedzme) 77 tak, ze vysledny
riadok (1, 3,4, 77) je neklesajuci. Riadok (5, *, *, 4) nie je neklesajuci, pre-
toZe neexistuju ¢isla x, y ktorymi by bolo moZzné zamenit Zoliky tak, aby
y<zr<y<4

Stutazna tloha
Navrhnite program, ktory pre dani maticu A rozhodne, ¢i je mozné sper-
mutovat prvky v kazdom stlpci tak, aby kazdy riadok matice tvoril nekle-

sajucu postupnost. Ak to mozné je, va$ program mé jednu takito maticu
vypisat.

Priklad:

Vstup: Vystup:

m=4,n=4 Ano. Jedno mozné preusporiadanie prvkov:
1 10 8 12 1 * 8 10
* 9 10 * 12 * * *
8 * 11 10 * 10 11 12

12 * x 10 8 9 10 10



Vstup: Vystup:
m=3n=4 Nie.
x ok x %

X k%

P-111-2

V istom lyziarskom stredisku sa pravidelne konaju preteky. Na svahu je
natrvalo vyznacenych N orientac¢nych bodov. Organizatori pretekov sa
vzdy snazia zvolit trochu int trasu, ale nesma menit pozicie orientacnych
bodov. Navyse, vyhovujica trasa musi spliiat nasledujtice podmienky:

e zacina v najvyssie polozenom orientacnom bode a kon¢i v najnizsie
poloZzenom orientacnom bode,

e modze prechadzat cez niekolko dalSich orientacnych bodov,

e medzi kazdymi dvoma orienta¢nymi bodmi vedie trasa po priamke,
e kazdy dalsi orientacny bod je polozeny nizsie ako predchadzajuci,
e v ziadnom orientacnom bode nemeni trasa smer o viac ako 45°.

Ulohou je zistit, kolko vyhovujtcich tras sa di v lyziarskom stredisku
zostavit.

Stutazna tloha

Na vstupe je pocet orienta¢nych bodov N a ¢isla (x1,v1), (x2,92), ---,
(xn,yn) uréujice polohu jednotlivych orientaénych bodov na svahu. Svah
je jednoducho obdlznik, zvazujuci sa zhora nadol. Cislo z; uréuje vzdiale-
nost i-teho orienta¢ného bodu od Tavého okraja svahu a y; je vzdialenost
tohto bodu od dolného okraja svahu. Cim viiésia je y-ova stiradnica bodu,
tym méa bod vicsiu nadmorska vysku.

Napiste program, ktory najde pocet vyhovujucich tras na lyziarskom
svahu. Mézete predpokladat, Ze ziadne dva orienta¢né body nemaja rov-
nakl y-ovi suradnicu a ze ziadne tri orientacné body nelezia na jedne]
priamke.

Pomocka: Moézete predpokladat, ze mate k dispozicii funkciu uhol(z, y),
ktora vrati uhol medzi bodom (x, y) a x-ovou osou. Presnejsie povedané, je
to uhol, o ktory treba otocit v protismere hodinovych rucic¢iek polpriamku
zaCinajui v bode (0, 0) a prechadzajicu cez bod (1,0), aby prechadzala cez
(x,y). Vysledné ¢islo je uhol v stuptioch z intervalu (0, 360).



Priklad:

Vyhovujuce trasy su:
(2,5),(0,3),(0,1),(1,0)
(2,5), (2,2), (1,0)
(2,5),(1,0)

Vstup:
Nt Sof e
body dp e
(2,5),(2,2),(5,4),(0,3),(0,1),(1,0) 3¢ --1---l-loleo
Vystup: N SR
Existuja 3 vyhovujuce trasy. I
Poznamka: 1 S T
01 2 3 47

P-111-3
Komparatorové siete

Komparatorové siete sa vyuzivaju pri navrhu paralelnych algoritmov. Tiez
je jednoduché ich realizovat pomocou elektronickych obvodov. Kompard-
tor je jednoduché zariadenie, ktoré dostane na vstupe dve d¢isla, porovna
ich a na vrchnom zo svojich vystupov vrati mensie z tychto dvoch ¢isel a
ktoré budeme volat komparatorové siete.

Kompardtorovd siet pozostava z n vodorovne usporiadanych vodicou,
ktoré s na niektorych miestach poprepajané komparatormi. Kompara-
tory su usporiadané do wvrstiev, ktoré zodpovedaju krokom vypoctu. Na
zaCiatku vypoctu (v kroku 0) siet dostane na vstup n ¢isel. Po skonéeni
kroku k£ — 1 sa vystupy z kroku k£ — 1 prenest vodi¢mi na komparatory
vo vrstve k. Komparator vo vrstve k spaja vzdy dva vodi¢e (nemusia byt
susedné). Ak je na spodnom z nich mensia hodnota ako na vrchnom, vy-
meni tieto hodnoty, v opacnom pripade ich necha tak. V jednej vrstve
moze byt aj viacero komparatorov (vypocet sa odohré naraz, paralelne),
ale v jednej vrstve moze jeden vodi¢ vstupovat najviac do jedného kom-
paratora. Po skonceni celého vypoctu st na vystupoch siete tie isté cisla
ako na vstupe, iba v zmenenom poradi.

Gra cky sa vodice zobrazuju ako vodorovné ciary, komparatory ako
zvislé spojnice svojich vstupnych vodicov. Komparatory v jednej vrstve
sa kreslia zvislo nad seba, pripadne do niekolkjch susediacich stipcov.
Jednotlivé vrstvy oddelime ¢iarkovanou ¢iarou. Vypocet prebieha zlava
doprava.

Pri névrhu sieti sa pokusame zostrojit ich tak, aby ¢as vypoc¢tu bol
¢o najmensi, t.j. aby sief mala ¢o najmenej vrstiev. Druhym dolezitym



kritériom je pocet komparatorov (od tohoto poctu moze zavisiet napriklad
cena vyroby siete).

Priklad.
. 4 4 3 o1 1
1 1 I 3 o2
2 (1o o s
3 o 4 I 4 4

Uvazujme najlavejSiu siet na obrazku. Tato siet dostane Styri vstupy
a vrati ich utriedené od najmensieho po najviacsi. Po prvych dvoch kro-
koch vypoc¢tu bude najmensi vstup bud na prvom alebo druhom vodici
a najviacsi vstup na trefom alebo §tvrtom. Dal$ie dva kroky umiestnia
najmensi a najvacsi prvok na ich miesto a v poslednom kroku dotriedime
druhy a treti vodi¢. VsSimnite si, ze prvy a druhy komparator, podobne
ako treti a Stvrty, je mozno zlucit do jednej vrstvy bez toho, aby sa zme-
nil vysledok vypoc¢tu. Vysledna rychlejsia siet je na prostrednom obrazku.
Pravy obrazok ukazuje priebeh vypoctu pre vstup 4,1, 2, 3.

Priklad. Zostrojte siet, ktord na vstupe dostane n ¢isel a na vystupe
umiestni najmensie z tychto ¢isel na vodi¢ 1 (na poradi ostatnych ¢isel
nam nezalezi). MozZete predpokladat, Ze n je mocnina dvoch.

Riesenie. Siet zostrojime rekurzivne. Oznacme S,, siet, ktora tlohu riesi
pre n vstupov. Ak n = 1, S,, nebude obsahovat Ziaden komparator, lebo
mame iba jeden vstup. Predpokladajme teda, ze n > 1. Vstupy rozdelime
na dve polovice (hornt a dolnt1). Na kazdu polovicu aplikujeme siet S, /5.
Tieto dve siete polovicnej velkosti moézu pracovat paralelne. Po skonceni
ich vypoctu mame na vodic¢i 1 najmensi z hornej polovice vstupov a na
vodi¢i n/2 + 1 mame najmensi z dolnej polovice. Teraz staci pridat jeden
komparator medzi vodi¢mi 1 a n/2 + 1 a dostaneme celkové minimum
na prvom vodici. Siet S, teda pozostdva z dvoch sieti S,/ a z jedného
komparatora. Konstrukcia siete S,, je zobrazena na nasledujiicom obrazku
vlavo, vpravo je priklad vyslednej siete pre n = 8.

n
2y 1| O

n
9 : Sn/2

Vsimnime si, ze hlbka rekurzie je log, n, kedze velkost vstupu sa v



kazdom rekurzivnom kroku znizi na polovicu. Kazda aroven rekurzie prida
do vyslednej siete jednu vrstvu, preto siet S, ma log, n vrstiev. Pocet
pouzitych komparatorov je v poslednej vrstve 1, v kazdej dalsej vrstve
odzadu sa vzdy zdvojnasobi. Nech poéet vstupov je n = 2¥. Potom pocet
pouzitych kompardtorov je 1 +2+ 4+ ... +2F 1 =2F _ 1 = n —1
(stucet geometrickej postupnosti). Dostali sme teda siet, ktord ma O(logn)
vrstiev a pouziva O(n) komparatorov.

Stutazna tloha

Dané je jedna konkrétna permutécia ¢isel 1,2, ..., n, t.j. postupnost ¢isel
ai,as, ..., a,, v ktorej sa kazdé z cisel 1,2, ..., n nachaddza prave raz. Do-
predu vieme, Ze nasa komparatorovéa siet bude mat n vodi¢ov a na vstupe
bude i-ty vodic¢ siete obsahovat ¢islo a;. Treba navrhnat komparatorova
siet, ktora tento konkrétny vstup utriedi.

Kedze vysledna siet sa moze lisit pre rozne permutacie, vasou tlo-
hou je napisat algoritmus, ktory na vstupe dostane ¢islo n a permutaciu
ai,as,...,a, a na vystupe vypise vyslednu siet, ktora tato permutaciu
utriedi. Vyslednu siet vypiste ako postupnost komparatorov v jednotli-
vych vrstvach zlava doprava, komparator vypiste ako dvojicu vodicov,
ktoré spaja.

V4&s algoritmus ma pracovat v Case, ktory je polynomialny v zavislosti
od n. Snazte sa, aby siet, ktort algoritmus vypise, mala malo vrstiev (a
pokial mozno aj maly pocet komparatorov). Existuje efektivny algoritmus,
ktory pre kazda permutéciu vypise siet s O(n) komparatormi a O(logn)
vrstvami.

Priklad
Vstup:
n=4,a, =2,a2 =3,a3 =1,a4 = 4. 2 T 1 l
Vystup: 3| 342
Vstup je mozné utriedit napriklad sietou: 1 l ) I 3
Prvé vrstva: komparator (1, 3) 4 4 4

Druh4 vrstva: komparator (2, 3)
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2. sttazny den

P-111-4

Program: rury.pas/rury.cpp
Vstup: zo stand. vstupu
Vystup: na stand. vystup

Vo vyskumnom tustave potrubi a rar maja novy problém. Dostali za-
kazku od Vodéarni a kanalizacii mesta Blatislavy, ktoré potrebuju precistit
cela Blatislavska kanalizaciu od nanosov blata. Technolégia cCistenia rar
od blata je jednoducha — robot musi prejst kazdou rarou préave raz (keby
siel uz vy¢istenou rarou, hrozi, Ze ju silné Cistiace prostriedky poskodia).
Robot moze vojst do rary z Tubovolného konca, avsak ak raz vojde do
rary, musi ju cela prejst.

Pracovnici vyskumného tstavu si rychlo uvedomili, ze za takychto pod-
mienok sa moze stat, ze nech by pustili ¢istiaceho robota po akejkolvek
dréahe, nepodari sa mu vy¢istit celt kanalizaciu. Preto sa rozhodli, Ze do
kanalizacie posli naraz viacero robotov a naprogramuju ich tak, aby ro-
boti spolu vy¢istili celil kanalizaciu.

Cistiaci robot je vsak zatial nepredstavitelne drahy, preto ich chct
pracovnici tstavu poslat do kanalizicie ¢o najmenej. Ale kolko ich treba
a ako ich maja poslat? To uz je uloha pre vas.

Kanalizacia pozostava z n uzlov ocislovanych od 1 po n, medzi kto-
rymi vedie m rar. Kazda rara vedie medzi dvojicou uzlov a nemé ziadne
odbocky alebo vetvenia. Medzi kazdou dvojicou uzlov vedie najviac jedna
rura.

Stutazna tiloha

Napiste program, ktory pomoze planovat trasy cistiacich robotov. V&S
program nacita popis kanalizacie, zisti, kolko najmenej robotov staci na
vycistenie kanalizacie a navrhne ich trasy tak, aby dokopy roboti presli
kazdou rurou prave raz.



Format vstupu. Prvy riadok vstupu obsahuje dve kladné celé ¢isla n a
m (1 < n < 200), oddelené medzerou. Kazdy z nasledujucich m riadkov
popisuje jednu raru. Obsahuje dve ¢isla oddelené medzerou — koncové uzly
rury.
Format vystupu. Na prvom riadku vystupu je jediné celé ¢islo R —
najmensi pocet robotov, ktori spolu dokézu vy¢istit celt kanalizaciu. Na-
sleduje R riadkov, i-ty z nich popisuje trasu i-teho spomedzi robotov.

Nech i-ty robot zacina trasu v uzle aq, odtial prejde rtrou do uzlu
as, odtial do as, atd. a skonéi v uzle ar. Potom i-ty z tychto riadkov
by mal obsahovat ¢isla a1, as, ..., ar v tomto poradi, oddelené od seba
medzerami.

Pokial je moznych tras robotov viac, sta¢i najst a vypisat jedno ITubo-
volné riesenie.

Priklad:

Vstup Vystup

8 8 3

12 213541
13 465

14 8 7

35 8 6
45 7©f4 5
4 6

? g 3 1 3



P-111-5

Program: kamene . pas/kamene. cpp
Vstup: zo stand. vstupu
Vystup: na stand. vystup

Uvazujme nasledujucu hru pre jedného hraca. Hraci plan pozostava z
K policok v jednom riadku. Na tomto plane sa nachidza niekolko hracich
kamenov (na kazdom policku najviac jeden kamen). Zadana je cielovd
pozicia, t.j. uréité rozostavenie kamenov, ktoré je potrebné dosiahnut. V
jednom tahu mdézeme zobrat kamen na policku p a preskocit nim susedny
kamen. Presnejsie, ak je na policku napravo (resp. nalavo) od p kamen
a nasledujuce policko napravo (resp. nalavo) je volné, mozeme preskocit
kamerniom z policka p na toto volné policko. Kamer, ktory takto presko-
¢ime, je odobrany z hry. Cielom hry je postupnym skékanim dosiahnut
cielova poziciu. Poziciu, z ktorej existuje postupnost tahov, ktorymi sa
dostaneme do cielovej pozicie, nazyvame vyhrdvajica pozicia.

Napriklad, nech pozicia na nasledujicom obrazku vlavo je cielova. V
strednej Casti obrazku je vyhravajaca pozicia pre tato cielovl poziciu aj s
prislusnou postupnostou tahov. Pozicia v pravej ¢asti obrazku nie je vy-
hravajuca, lebo v prvom tahu zjavne musime skakat strednym kamenom,
potom nam ostanu dva kamene, medzi ktorymi je dve policka medzera.

cielovd pozicia vyhravajuca pozicita  nevyhrdvajuca pozicia
V. 2 S
o o L AN BK AN J L AN BN
V. e
o L AN BK AN J
A N
L AN oo
V. e
o oo
oo
[

Sttazna tloha

Napiste program, ktory nacita celé ¢isla K a N a cielovi poziciu a vy-
pise pocet (réznych) vyhravajucich pozicii pozostavajicich z najviac N
kamernov.

Format vstupu. Vstup obsahuje na prvom riadku celé ¢isla K a N
oddelené medzerou. Na druhom riadku je zadané cielova pozicia ako po-
stupnost K nul a jednotiek oddelenych medzerami, kde jednotka znamené



poziciu, na ktorej je kamen a nula znamend poziciu, na ktorej nie je ka-
men. Mdzete predpokladat, ze 1 < N < K < 100.

Format vystupu. Vystup obsahuje jediny riadok a na nom jedno celé
¢islo urcujice pocet vyhravajicich pozicii pozostavajicich z najviac N
kamernov. Mozete predpokladat, Ze vysledné ¢islo nepresiahne 10 000.

Priklad:

Vstup Vystup
6 3 3
001100

Vstup Vystup
8 5 10

10000001
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