MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

50. ROCNIK, skolsky rok 2000/2001
Zadania uloh 2. kola kategorie P

Druhé kolo 50. ro¢nika MO kategérie P sa kona v utorok 9. 1. 2001 v dopolud-
najsich hodinach. Na rieSenie tiloh mate 4 hodiny cistého ¢asu. Riesenie kazdého
prikladu musi obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inac):

e Popis riesenia, to znamena slovny popis pouzitého algoritmu, argu-
menty zdoévodiiujice jeho spravnost (pripadne dokaz spravnosti algo-
ritmu), diskusiu o efektivite vasho riesenia (Casova a pamétova zlo-
zitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V tulohiach P-II-1, P-II-2 a P-II-3 treba uviest dosta-
tocne podrobny zapis algoritmu, najlepsie v tvare zdrojového textu
najdolezitejSich casti programu v jazyku Pascal alebo C. Zo zapisu
mozete vynechat jednoduché operécie ako vstupy, vystupy, implemen-
taciu jednoduchych matematickych vztahov a pod. V tlohe P-II-4
uvedte namiesto zdrojového textu zapis dlazdicového programu.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a efektivita
zvoleného algoritmu.



KATEGORIA P
P-1I1-1 (Trojuholniky)

Jozko nasiel na povale u babicky krabicu s drevenymi palickami. Zacal sa s nimi
hrat a zostavovat z nich trojuholniky roznych tvarov. Uvidel ho jeho otec a
zacalo ho zaujimat, kolko réznych trojuholnikov sa da z tychto paliciek zostavit.
Vasou tlohou je poméct mu najst odpoved na tuto otazku.

Sutazna tuloha:
Vas$ program na vstupe dostane celé ¢islo N (pocet paliciek) a dalej N navzajom
roznych kladnych ¢isel d; az dy (dlzky pali¢iek). Ulohou vasho programu je uréit

pocet trojic celych cisel ¢, 7,k takych, ze 1 < i < j < k < N a ¢isla d;, d;j a dy,
spliiaja trojuholnikovi nerovnost. (Teda d; < dj+dy, dj < di+di adr < di+d;.)

Priklad:

Pre N =5ad; =5.5,ds = 1.5, ds = 2.0, dg = 2.5, ds = 7.5 vas§ program vrati
¢islo 2, lebo trojuholnik sa da zostavit len z trojice paliciek s dizkami di, ds a
ds a z trojice s dlzkami da, d3 a d4. VSimnite si, Ze ani trojica pali¢iek s dlzkami
di, d3 a ds netvori trojuholnik.



P-11-2 (Robot)

Spolo¢nost pre rovnopravnost robotov a ludi sa snaZi vyrobit robota, ktory by
sa mohol sdm pohybovat v miestnosti s prekdzkami. Bohuzial tejto spolo¢nosti
chyba softvérovy expert, a preto sa rozhodla, ze vas poziada o pomoc.

Robot sa méa pohybovat v obdlZnikovej miestnosti, ktord ma na podlahe
nakreslent Stvorcéekovu siet. Na niektorych polickach v miestnosti st postavené
prekdzky — na tieto policka nesmie robot pocas svojho pohybu vstupit. Robot
sa moze po miestnosti pohybovat iba rovnobezne s niektorou zo stien.

Spolo¢nost vsak trpi aj nedostatkom schopnych technikov, a tak si moz-
nosti pohybu robota po miestnosti znacne limitované. Robot rozpoznava len tri
prikazy: Krok, DoYava a Doprava. Po prijati prikazu Krok sa robot presunie na
susedné policko v smere, do ktorého je prave natoceny. Po prijati prikazu DoTava
sa oto¢i o 90 stupnov dolava a po prijati prikazu Doprava sa oto¢i o 90 stuptiov
doprava.

Stutazna tloha:

Vasou tlohou je napisat program, ktory na vstupe dostane rozmery Stvorcovej
siete na podlahe miestnosti (M a V), suradnice policka, na ktorom sa robot
prave nachadza a suradnice policka, na ktoré sa robot mé presunut. Stradnice
poli¢ok ¢&islujeme od 1, prva stradnica je riadok, druhé stipec. Lavy horny roh
miestnosti ma stradnice [1,1] (vid priklad nizsie). Kazdy z nasledujicich M
riadkov obsahuje N cisel 0 alebo 1. Ak je j-te ¢islo na i-tom radku 1, potom je
na poli¢ku so sturadnicami [i, j] prekazka, ak je toto ¢islo 0, tak tam prekazka nie
je. Ulohou je najst a vypisat postupnost prikazov, podla ktorych robot déjde zo
za¢iatoéného policka na cielové. Uloha viak mé este jeden hacik: Spracovanie
prikazov DoTava a Doprava je ¢asovo velmi narocné. Preto by ich vami vytvorena
postupnost instrukcii pre robota mala obsahovat ¢o najmenej. Pocet prikazov
Krok moze byt Tubovolny. Zaciatoéné natocCenie robota si mozete zvolit. V pri-
pade, Ze robot nemoze prejst zo zaciatoéného policka na cielové, vypiste o tom
vhodnu spravu.



Priklad:

Predstavme si miestnost so $tvorcovou sietou 4 x 8 z nasledujiceho obréazku:
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Ulohou je presunit robota z poli¢ka oznaceného S (so stradnicami [4,1]) na po-
licko oznacené C (so stradnicami [4, 8]). Vstup vasho programu by teda vyzeral
nasledovne:
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00010000

Optimalny program na presun robota je nasledovny (zaciato¢né natocenie ro-
bota je dohora):

Krok Krok Krok Doprava Krok Krok Krok Krok

Krok Krok Krok Doprava Krok Krok Krok

Pri tejto ceste robot urobi 13 krokov a dvakrat sa otoci. VSimnite si, ze existuje
kratSia cesta s 9 krokmi a 4 otoCeniami — tato cesta je sice kratsia, ale podla
zadania nie je optimalna, lebo sa pocas nej robot viackrat otoci.



P-11-3 (Jozko)

Malému Jozkovi (ktorého poznate uz zo zadania 1. tlohy) sa jedného dna do-
stali do rik noznice. A kedze Jozko zdedil talent po ockovi, ktory je modernym
maliarom, rozhodol sa vylep§it jeden jeho obraz v tvare konvexného n-uholnika.
Vybral si dva jeho vrcholy a obraz prestrihol po ich spojnici. Potom si na jednej
zo vzniknutych ¢asti opit vybral dva vrcholy a ¢ast opit prestrihol. Ked sa takto
Jozko chvilu hral, prichytil ho ocko, noznice mu nekompromisne zobral a zacal
zachranovat, ¢o sa dalo. Po chvili zistil, Ze obraz uz do pévodného stavu nezlozi.
Rozhodol sa teda, ze aspon najde cast, ktord mé najviac vrcholov a tu vystavi
na svojej najblizSej vystave ako miniatiru. A prave s hladanim tejto ¢asti mu
mate pomoct.

Stutazna tloha:

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory dostane na vstupe pocet vrcho-
lov p6évodného obrazu n, pocet Jozkovych prestrihnuti k£ a popis jednotlivych
prestrihnuti a na zaklade tychto udajov urci pocet vrcholov tej vyslednej casti,
ktora ich ma najviac. Kazdé prestrihnutie je popisané dvojicou ¢isel (a;,b;), ¢o
su cisla vrcholov v po6vodnom n-uholniku, medzi ktorymi Jozko strihal. Vrcholy

n-uholnika s ¢islované po obvode ¢islami 1 az n. Snazte sa, aby casova ani
pamiitovéa zlozitost vasho programu nezavisela na pocte vrcholov obrazu.

Priklad:

Pre n = 10, k = 3 a prestrihnutia (1,8), (7,5) a (4,2) ma najvicsia cast 6 vr-
cholov.



P-11-4 (Dlazdice)

(De nicia dlazdicovych programov je rovnaka ako v domacom kole, len priklad
ich pouzitia je zlozitej$i a ukazuje, ako mozno vyuzivat viac riadkov dlazdic.)
Najprv niekolko de nicii: DlaZdice s rovnako velké Stvorce s ofarbenymi
hranami. Konkrétnemu priradeniu farieb hranam dlazdice budeme hovorit typ
dlazdice a budeme ho zapisovat ako usporiadana $tvoricu (I, p, h, d) udavajiacu
farby v poradi lavej, pravej, hornej a dolnej hrany. Aby sme si ulahdili préacu,

budeme farby oznacovat roznymi symbolmi — pismenami, ¢islami a podobne.
Dlazdica typu (1,2, 3,4) bude teda vyzerat nasledovne:
3
1 X 2
4

Priestor, ktory budeme dlazdit (budeme mu hovorif stena), ma tvar obdlznika
o velkosti m x n (m aj n st prirodzené é&isla; jednotkou dizky nech je dizka hrany
dlazdice). Strany obdlznika st rozdelené na tseky jednotkovej dlzky a kazdému
useku je opit priradend farba. Nasim cielom je vydldZdit stenu dlazdicami tak,
aby v kazdom z m - n jednotkovych stvorcov steny bola umiestend prave jedna
dlazdica, susedné dlazdice se dotykali vzdy hranami tej istej farby a rovnako
krajné dlazdice priliehali k okraju steny vzdy hranou takej farby, akii ma aj
prislusny tsek okraja steny. Dlazdice nie je povolené otacat.

Priklad:
stena s ofarbenim stran spravne vydlazdenie chybné vydlazdenie
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 3 3 3
1 111 2|2 212 1/11|1 2|1 2|1 2|1
4 2 4 4 4
4 2 3 3 3
2 222 414 11 21221 2|1 2|1 2|2
1 1 1 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Pomocou dlazdenia moézeme lahko rieSit Glohy, ktorych vysledkom je odpoved
ANO alebo NIE: zostavime vhodnti mnozinu typov dlazdic (t4 je pre dany prob-
lém pevna — nezévisi na vstupe), vezmeme vhodne velkt stenu, jej horny okraj
ofarbime podla vstupu nésho problému, ostatné okraje ponechdme jednofarebné
a budeme sa pytat, ¢i je tito stenu mozné vydlazdit alebo nie. Pritom chceme,
aby tento vysledok bol zhodny s riesenim nasej alohy.

Aby sme sa nemuseli zaoberat tym, ako presne velktl stenu mame zvolit
pre ten ¢i onen vstup ulohy, budeme Sirku steny volit vzdy rovnaki, ako je
dlzka vstupu (horny okraj teda bude cely zaplneny vstupom), zatial ¢o vysku
steny pouzijeme najmensiu, pre ktoru existuje vydlazdenie s pouzitim nasej sady
dlazdic.

Ked tento sposob pocitania porovname s klasickym programovanim, zistime,
ze zvolena sada dlazdic tvori v nasom modeli nieco podobné programu a po-
trebna vyska steny vzdialene odpoveda dobe behu vypocétu — budeme sa preto
snazit, aby v na$ich rieseniach bola ¢o najmensia.



Formalne povedané, dlazdicovy program je usporiadana Stvorica
D = (T7 lO,pO, d0)7

kde T je kone¢nd mnozina typov dlazdic {(l1,p1, h1,d1),. .., (lk, Pk, hi, dk)} a lo,
po a do su okrajové farby. Rozhodovacou ulohou P(x) rozumieme tlohu zistit, ¢i
vstup x (kone¢na postupnost symbolov, resp. farieb z vopred uréenej konecnej
mnoziny) mé pozadovanu vlastnost P. Hovorime, ze dlazdicovy program riesi
rozhodovaciu ulohu P(x), ak plati, ze P(x) = ANO prave vtedy, ked existuje
v > 0 také, Ze je mozné vydlazdit dlazdicami typov obsiahnutych v mnozine
T stenu velkosti |z| X v s hornou hranou ofarbenou vstupom z a lavou, pravou
a dolnou hranou ofarbenou postupne farbami lg, po a do. Z kazdého typu je
mozné pouzit fTubovolne mnoho dlazdic. ZloZitostou programu D pre dany vstup
x nazveme najmensSie v, pre aké to je mozné; pokial také v neexistuje, a teda
P(x) = NIE, de nujeme zlozitost ako nulovi. Zlozitost programu je funkcia dizky
vstupu n, ktorej hodnota udava maximum zo zlozitosti programov pre jednotlivé
vstupy tejto dizky.

Priklad:
Skonstruujme dlazdicovy program, ktory bude overovat, ¢i je dand postupnost
tvorend prirodzenymi ¢islami x1,...,z, (0 < x; < 9) vyvazend, tzn. ¢i obsahuje

rovnaky pocet parnych a neparnych cisel.

Myslienka nasho rieSenia je velmi jednoducha: zostrojime sadu dlazdic, ktora
bude umoziiovat prave také vydlazdenia, v ktorych v kazdom riadku prepiSeme
jedno parne a jedno nepéarne cislo na e. Dolny okraj steny ofarbime tiez farbou
e. Kedze ofarbenie spodného okraja je vyvazené a vydlazdenie kazdého riadku
vyvazenost zachovava, akakolvek vstupnd postupnost, pre ktora existuje vy-
dlazdenie, je nutne vyvazena. A naopak, ak mame vyvazenu postupnost, potom
lahko overime, Ze vydlazdenie existuje: kym eSte mame nejaké ¢isla, vyberieme
si lubovolné parne a lubovolné neparne ¢islo (z vyvazenosti vieme, ze také éisla v
postupnosti uréite si1), tie jednym riadkom prepiSeme na e a toto opakujeme tak
dlho (n/2-krat), kym neprepiSseme vsetky ¢isla. Ak sa ndm teda podari takyto
dlazdicovy program zostrojit, bude zadana tulohu riesit so zlozitostou O(n).
Hladany program moze vyzerat napriklad nasledovne:

x T x x P n P n
T=¢ |AXA|, |PXP|,|INXN|, | BXB|,|AXP|,|AXN]|, |NXB]|, |P

T x T X [ ] [ J [ ] [ ]

xe{07"'a97.}7p€{072747678}7n€{173757779} ’

lavy okraj ofarbime farbou A, pravy farbou B a dolny farbou e. Z tychto dlazdic
je mozné konstruovat jedine riadky typu

T i1 Z; i+l k—1 T kZJCA Ln,
A[AXA| -+ |[AXA|IAXP|PXP| -+ |PXP|PXB|BXB| -+ |B

xr X
T ® 1;{1 k—1 L] k1 Tn




kde Tq

je parne a xj neparne, pripadne

sl

AlA

)

X X x X
i—1 Z; S| k—1 Ty (5]
Al o |[AXAIAXN|INXN| -+ [INXN|NXB|BXB| -+ |B
X X e X
i—1 ® i1 k—1 s k1

pre x; neparne a xj parne. To si presne riadky, ktoré sme potrebovali.

Stutazna dloha:

Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti prirodzenych cisel

Tr1,x2,..

ceey L4

+Zn (0 < z; < 9) rozhodne, ¢i je symetricka, t.j. ¢i x1 = xp, x2 = Tp—1,
= Tn—i+ly ---y Tn = T1.
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