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Univerzity Karlovy

KATEDRA MATEMATICKÉ ANALÝZY
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Úvod

Pojem kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry se patrně poprvé objevil v souvislosti
se zkoumáńım hlubš́ıch problémů Choquetovy teorie, viz články [5] a [6].
Při trochu jiném úhlu pohledu lze kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry chápat jako
zobecněńı známých nikde monotónńıch reálných funkćı. Ćılem této práce
bylo ukázat, že při tomto zobecněńı se platnost některých známých vlast-
nost́ı nikde monotónńıch funkćı zachovává i pro mı́ry.

Je např́ıklad dobře známo, že nikde monotónńı funkce jsou 2.kategorie
v prostoru spojitých funkćı (všechny spojité funkce bez derivace jsou nikde
monotónńı). V článku [6] je dokázáno, že kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry jsou
2.kategorie v Banachově prostoru Radonových měr na kompaktńım met-
rickém prostoru X bez izolovaných bod̊u, které splňuj́ı podmı́nku µ(X) = 0.
Ve větě 2.2 tento výsledek rozš́ı̌ŕıme na celý systém uzavřených podpros-
tor̊u prostoru Radonových měr na X a tvrzeńı z [6] dostaneme jako jeden
ze zaj́ımavých d̊usledk̊u (k tomu poznamenejme, že v [6] je použita trochu
jiná definice nikde monotónńı mı́ry)

Na začátku 20.stolet́ı byla také dokázána existence nikde monotónńıch
funkćı, které maj́ı vlastńı derivaci v každém bodě, tzv. Köpckeho funkćı.
Tvrzeńı 2.11 ukazuje, že také v Rm existuj́ı kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry,
které maj́ı derivaci podle Lebesgueovy mı́ry v každém bodě, tedy jakési
v́ıcerozměrné analogie Köpckeho funkćı.
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Kapitola 1

Nikde monotónńı funkce

Reálná funkce f se nazývá nikde monotónńı, pokud neńı monotónńı na
žádném intervalu (a, b) ⊂ R. Nikde monotónńı jsou třeba funkce, které ne-
maj́ı v žádném bodě vlastńı derivaci. V této kapitole ukážeme, že i na prvńı
pohled ”pěkné”funkce mohou být nikde monotónńı.

Každá funkce s konečnou variaćı je součtem dvou monotónńıch funkćı a
má vlastńı derivaci skoro všude. Přesto existuj́ı funkce s konečnou variaćı,
které nejsou monotónńı na žádném intervalu. Ve druhé kapitole uvid́ıme, že
takových funkćı je nav́ıc velmi mnoho (ve smyslu kategoríı). Dokážeme také
existenci nikde monotónńıch funkćı, které maj́ı vlastńı derivaci dokonce v
každém bodě.

Řekneme, že funkce f : R → R je Pompeiuova funkce, má-li na R

omezenou derivaci f ′ a množiny {f ′ = 0}, {f ′ > 0}, jsou husté v R.
Řekneme, že funkce f je Köpckeho funkce, je-li Pompeiuova a množiny

{f ′ > 0}, {f ′ < 0}, jsou husté v R.
Köpckeho funkce jsou tedy nikde monotónńı funkce, které maj́ı v každém

bodě derivaci. Ve větě 1.2 poṕı̌seme nepř́ımý d̊ukaz jejich existence podle
C.E.Weila.

Lemma 1.1 Existuje nekonstantńı funkce f : R → R, která má v každém
bodě vlastńı derivaci a množina {f ′ = 0} je hustá v R.

D̊ukaz: Seřad’me č́ısla z Q ∩ (0, 1) do posloupnosti {qn}. Polož́ıme

G(x) =
∑

n∈N

3
√
x− qn
2n

, x ∈ (0, 1)
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Součet pro G(x) konverguje lokálně stejnoměrně, takže G je spojitá rostoućı
funkce na (0,1). Pro dané h 6= 0 je

G(x+ h) −G(x)

h
=
∑

n∈N

3
√
x+ h− qn − 3

√
x− qn

2n · h =
∑

n∈N

1

2n · ϕn
h(x)

,

kde ϕn
h(x) = ( 3

√
x+ h− qn)2 + 3

√
x+ h− qn · 3

√
x− qn + ( 3

√
x− qn)2. Tedy

lim
h→0

G(x+ h) −G(x)

h
> 0 pro každé x a lim

h→0

G(x+ h) −G(x)

h
= ∞ pro x ∈ Q.

(limita vždy existuje, nebot’ jednotlivé sč́ıtance jsou nezáporné) Označ́ıme-
li F inverzńı funkci ke G, je F ′(y) = 0 pro každé y ∈ Q a přitom F ′

neńı identicky nulová (F je rostoućı). Funkce f(x) = F (
arctg(x)

π
+ 1

2
) má

požadované vlastnosti.

2

Poznámka Mı́rnou modifikaćı konstrukce popsané v předchoźım lemmatu
lze zař́ıdit, aby sestrojená funkce měla omezenou derivaci. Lze toho doćılit
např́ıklad tak, že za prvńı dvě qn zvoĺıme č́ısla 1/4 a 3/4 . Potom př́ıslušná
suma pro derivaci funkce G bude všude na (0, 1) odražena od nuly kladnou
konstantou, takže derivace F (a tud́ıž i derivace f) bude omezená.

Necht’ X je prostor všech omezených reálných funkćı, které maj́ı primitivńı
funkci na R a pro každou f ∈ X je {f = 0} hustá v R. Podle předchoźıho
lemmatu X obsahuje i nenulové funkce. Jelikož každá derivace je funkćı 1.
Baireovy tř́ıdy, je {f = 0} typu Gδ pro každou f ∈ X. Z toho plyne, že
X je lineárńı prostor; jsou-li f1, f2 ∈ X, plat́ı {f1 + f2 = 0} ⊃ ({f1 =
0} ∩ {f2 = 0}), přičemž množina vpravo je Gδ a hustá, nebot’ obě množiny
{f1 = 0} a {f2 = 0}) jsou Gδ a husté, a R je Baire̊uv prostor. S normou
‖f‖ = supx∈R |f(x)| tvoř́ı X dokonce Banach̊uv prostor. Je-li totiž {fn} ⊂ X
cauchyovská, pak fn → f stejnoměrně, kde f je omezená funkce. Přitom f
má primitivńı funkci (stejnoměrná limita derivaćı je derivace) a množina
{f = 0} je hustá v R, protože

⋂
n∈N{fn = 0} ⊂ {f = 0} a {fn = 0} jsou

Gδ a husté. Nyńı již přikroč́ıme k samotnému d̊ukazu existence Köpckeho
funkce.
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Věta 1.2 (Weil)
Necht’ E = {f ∈ X | existuje (a, b) ⊂ R takový, že f je monotónńı na (a, b)}.
Potom E je 1.kategorie v X.

D̊ukaz: Necht’ {In}n∈N je systém všech otevřených interval̊u s racionálńımi
konci. Označ́ıme E+

n = {f ∈ X | f ≥ 0 na In}, E−
n = {f ∈ X | f ≤ 0 na In}.

Množiny E+
n a E−

n jsou určitě uzavřené, ukážeme, že jsou ř́ıdké. K tomu
zvolme f ∈ E+

n a ε > 0. Necht’ x ∈ In, f(x) = 0. S využit́ım Lemma 1.1 a
vhodné lineárńı transformace nalezneme funkci g ∈ X, ‖g‖ < ε, g(x) < 0.
Potom f + g ∈ X, ‖(f + g) − f‖ = ‖g‖ < ε a f + g /∈ E+

n . Množina E+
n

má tedy prázdný vnitřek, a je tud́ıž ř́ıdká. Analogicky se ukáže, že i E−
n je

ř́ıdká. Protože E =
⋃

n∈NE
+
n ∪⋃n∈NE

−
n , je E 1. kategorie v X.

2

Protože X je úplný metrický prostor, je 2.kategorie podle Baireovy věty,
takže X \ E je neprázdná. Tak dostáváme

Důsledek 1.3 Existuje Köpckeho funkce na R.

Köpckeho funkce lze také sestrojit př́ımo z Pompeiuových funkćı; o tom
se lze doč́ıst v [1] nebo [2].
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Kapitola 2

Kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry

2.1 Definice a existence

Necht’ X je lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Řekneme, že mı́ra µ na
X je Radonova, jestliže

• borelovské množiny jsou µ-měřitelné,

• pro každou K ⊂ X kompaktńı je µ(K) <∞,

• µ(G) = sup{µ(K) : K ⊂ G,K kompaktńı} pro každou G ⊂ X
otevřenou,

• µ(E) = inf{µ(G) : G ⊂ X otevřená} pro každou E ⊂ X µ-měřitelnou.

Je-li µ znaménková mı́ra, označ́ıme µ+, resp. µ−, jej́ı kladnou, resp. zápornou
variaci. Totálńı variaci µ označ́ıme |µ|. Znaménková mı́ra na X je Radonova,
jsou-li jej́ı kladná a záporná variace konečné Radonovy mı́ry. Symbolem
M(X) označ́ıme Banach̊uv prostor všech znaménkových Radonových měr
na X s normou ‖µ‖ = |µ|(X). Prvky tohoto prostoru lze chápat jako tř́ıdy
ekvivalence, kde µ ∼ ν právě když µ = ν na borelovských množinách (potom
se rovnaj́ı na pr̊uniku svých definičńıch obor̊u). Prostor M(X) je duálńım
prostorem k prostoru C0(X) všech spojitých funkćı na X takových, že pro
každé ε > 0 je |f | < ε mimo jistou kompaktńı množinu Kε ⊂ X (prostor
spojitých funkćı, které se ”anuluj́ı v nekonečnu”).
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Představme si, že máme funkci f : [0, 1] → R, která je nikde monotónńı a
má na [0,1] konečnou variaci. Takovou funkci můžeme standartńım zp̊usobem
ztotožnit s jistou znaménkovou Radonovou mı́rou µ na [0,1]. Přitom µ muśı
splňovat podmı́nku µ+(a, b) > 0, µ−(a, b) > 0 pro každý (a, b) ⊂ [0, 1]. To
vede k definici kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry v obecněǰśı situaci:

Znaménkovou mı́ru µ ∈ M(X) nazveme kmitaj́ıćı, jestliže pro každou
neprázdnou G ⊂ X otevřenou je µ+(G) > 0 a µ−(G) > 0. Množinu všech
kmitaj́ıćıch znaménkových měr na X označ́ıme K(X).

Sestrojit kmitaj́ıćı znaménkovou mı́ru např. na Rm neńı obt́ıžné; jsou-li
{an}n∈N, {bn}n∈N ⊂ Rm dvě disjunktńı spočetné husté množiny, polož́ıme
µ =

∑
n∈N 2−n · δan −

∑
n∈N 2−n · δbn , kde δx je Diracova mı́ra soustředěná

v bodě x. Nekonečnou sumu chápeme ve smyslu konvergence v prostoru
M(X).

V př́ıpadě obecněǰśıch lokálně kompaktńıch prostor̊u již můžeme narazit
na pot́ıže. Pokud např́ıklad X obsahuje nějaký izolovaný bod, pak žádná
kmitaj́ıćı znaménková mı́ra na X nemůže existovat.

Uvažujme nyńı prostor X všech ordinálńıch č́ısel až do ω1 včetně, kde
mezi každé dva po sobě jdoućı ordinály ”vleṕıme”kopii intervalu [0,1]. Po-
tom X je lineárně uspořádaný prostor, který má suprema i infima, je tedy
kompaktńı. Nav́ıc X nemá žádné izolované body. Přesto na X neexistuje
žádná kmitaj́ıćı znaménková mı́ra, protože v X existuje nespočetný systém
navzájem disjunktńıch otevřených množin. Kdyby µ+(Gα) > 0 pro každou
Gα z nějakého nespočetného systému {Gα}α∈A otevřených disjunktńıch množin,
pak by µ+(X) ≥ sup{

∑
α∈B µ

+(Gα) | B ⊂ A spočetná} = ∞ a podobně
µ−(X) = ∞.

Tomuto problému lze zabránit požadavkem, abyX měl spočetnou otevřenou
bázi, což zahrnuje př́ıpady, kdy X je kompaktńı metrický prostor nebo
X = Rm. Uvid́ıme, že potom už kmitaj́ıćı znaménkové mı́ry vždy existuj́ı.
Př́ıslušné tvrzeńı zformulujeme obecněji, abychom rovnou ukázali i existenci
kmitaj́ıćıch měr, které jsou v nějakém smyslu ”hezč́ı”.

Necht’ A(X) je podprostor M(X). Řekneme, že A(X) obsahuje impulsy,
jestliže pro každou G ⊂ X otevřenou existuje ν ∈ A(X) splňuj́ıćı ‖ν‖ ≤ 1 a
ν+(G) ≥ 1

2
.
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Př́ıklady 2.1

1. Necht’ A(X) = M(X)
Je-li G ⊂ X otevřená a ν = δx, kde x ∈ G je libovolný bod a δx je
Diracova mı́ra soustředěná v bodě x, pak ν je impuls.

2. Necht’ A(X) = M0(X) = {µ ∈ M(X)|µ(X) = 0}
Polož́ıme-li ν = 1

2
· δx − 1

2
· δy, kde x a y jsou nějaké dva r̊uzné body z

G, potom ν je impuls.

3. Necht’ A(X) = AC(µ0) = {µ ∈ M(X) |µ ≪ µ0}, kde µ0 ∈ M(X)
splňuje supp(µ0) = X, aG ⊂ X otevřená, |µ0|(G) = D > 0. Předpokládejme
např́ıklad, že µ+

0 (G) ≥ D
2
(jinak na konci polož́ıme ν̃ = −ν) . Nalezneme

K+, K− ⊂ G disjunktńı kompaktńı množiny tak, že µ0 = µ+
0 na

K+, µ0 = µ−
0 na K− a µ+

0 (K+) + µ−
0 (K−) > 3

4
D (zevnitř aprox-

imujeme Hahn̊uv rozklad µ0). Podle Urysonova lemmatu existuj́ı dis-
junktńı otevřené množiny V,W ⊂ G,K+ ⊂ V,K− ⊂ W a funkce
f, g ∈ CC(X), 0 ≤ f ≤ 1, 0 ≤ g ≤ 1, f = 1 na K+ a f = 0 mimo V ,
g = 1 na K− a g = 0 mimo W . Polož́ıme h = f − g, dµ = h · dµ0.
Je ‖µ‖ ≤ D,µ+(G) ≥ µ+

0 (K+) + µ−
0 (K−) − |µ0|(G \ (K+ ∪ K−)) ≥

3
4
D − 1

4
D = D

2
. Nakonec stač́ı položit ν = 1

D
· µ a opět vid́ıme, že

A(X) obsahuje impulsy.

Věta 2.2 Necht’ X je lokálně kompaktńı prostor se spočetnou báźı a bez
izolovaných bod̊u, A(X) uzavřený podprostor M(X), který obsahuje impulsy.
Potom množina K(X)∩A(X) je 2.kategorie v A(X). Speciálně K(X)∩A(X)
je neprázdná.

D̊ukaz: Použijeme Baireovu větu o kategoríıch. Označ́ıme {Gn}n∈N otevřenou
báziX a definujemeE+

n = {µ ∈ A(X)|µ+(Gn) = 0}, E−
n = {µ ∈ A(X)|µ−(Gn) =

0}. Plat́ı A(X) \ K(X) =
⋃∞

n=1E
+
n ∪⋃∞

n=1E
−
n Ukážeme, že E+

n a E−
n jsou

uzavřené a ř́ıdké.
Pro uzavřenost uvažujme posloupnost {µn}n∈N ⊂ E+

n , µn → µ. Potom také
µn → µ ve w∗-konvergenci na M(X). Předpokládejme , že µ+(Gn) > 0.
Necht’ ϕ ∈ Cc(X), 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 0 mimo Gn a

∫
X
ϕdµ > 0. Potom w∗-

konvergence dává 0 ≥
∫

X
ϕdµn →

∫
X
ϕdµ > 0, což je spor.

Zvolme nyńı µ ∈ E+
n a ε > 0. X je Hausdorff̊uv a nemá izolované body,

takže Gn je nekonečná. Existuje tedy z ∈ Gn takové, že µ−{z} < ε
3
. Vzhle-

dem k regularitě µ− můžeme nalézt G ∈ Gn otevřenou splňuj́ıćı z ∈ Gn a
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µ−(G) < ε
3
. Necht’ ν ∈ A(X), ν+(G) ≥ ε

2
a ‖ν‖ ≤ ε. Polož́ıme γ = µ+ ν. Je

‖µ − γ‖ ≤ ε, γ+(Gn) ≥ γ+(G) ≥ ε
2
− ε

3
> 0. Tedy γ /∈ E+

n .Ukázali jsme, že
množiny E+

n jsou uzavřené a maj́ı prázdný vnitřek, jsou tedy ř́ıdké.
Zcela analogicky jsou ř́ıdké i množiny E−

n . Protože A(X) je uzavřený pod-
prostor Banachova prostoru M(X), je to úplný prostor. Množina A(X) \
K(X) je v něm podle předchoźıho 1.kategorie. Podle Baireovy věty je tedy
A(X) ∩ K(X) 2.kategorie.

2

Poznámka Množina kmitaj́ıćıch znaménkových měr je 2.kategorie v pros-
torech M(X), M0(X), AC(µ0) (podle předchoźı věty a př́ıkladu 2.1). Přesněji,
A(X)∩K(X) ve Větě 2.2 tvoř́ı dokonce Baire̊uv prostor; z d̊ukazu totiž plyne,
že A(X)∩K(X) je Gδ hustá v úplném prostoru A(X). Přitom je-li A nějaká
Gδ hustá podmnožina Baireova prostoru Y a {Gn} ⊂ A spočetná posloup-

nost otevřených hustých množin v A, existuj́ı množiny {G̃n} otevřené husté

v Y tak, že Gn = G̃n ∩ A. Potom
⋂
Gn =

⋂
G̃n ∩ A je Gδ hustá v Y a t́ım

sṕı̌se hustá v A, takže A je Baire̊uv prostor.

Z Věty 2.2 plyne i následuj́ıćı tvrzeńı, které lze dokázat také elementárněji
s využit́ım diskontinúı kladné mı́ry.

Důsledek 2.3 Existuje A ⊂ Rm měřitelná množina splňuj́ıćı λ(A ∩ G) >
0, λ(G \ A) > 0 pro každou G ⊂ Rm neprázdnou.

D̊ukaz: Podle př́ıkladu 2.1 (3) a Věty 2.2 existuje na Rm kmitaj́ıćı znaménková
mı́ra µ absolutně spojitá vzhledem k nějaké konečné mı́̌re γ na Rm takové, že
γ ≪ λ≪ γ. Je-li (P,N) nějaký Hahn̊uv rozklad µ, můžeme položit A = P .

2

2.2 Aproximativně spojité funkce

Aproximativně spojité funkce jsou velmi užitečným nástrojem pro zkoumáńı
zaj́ımavých derivaćı. V tomto odd́ılu shrneme některé jejich vlastnosti, které
později využijeme k př́ımé konstrukci kmitaj́ıćıch měr na Rm. Odměnou za
trochu větš́ı náročnost je značná účinnost této konstrukce - pomoćı aproxi-
mativně spojitých funkćı můžeme sestrojit znaménkovou mı́ru na Rm, která
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má všude derivaci podle Lebesgueovy mı́ry, se zadaným polárńım rozk-
ladem (k obecně komplexńı mı́̌re na měřitelném prostoru existuje podle
Radon-Nikodymovy věty komplexńı měřitelná funkce h, |h| = 1, pro niž
dµ = h d|µ|, viz [7]. V př́ıpadě znaménkové mı́ry je pak h(x) = ±1 pro každé
x. Máme tedy na mysli rozklad na množiny {h > 0} a {h < 0}.) Speciálně
pro m = 1 dostaneme jinou konstrukci Köpckeho funkce.

Symbolem Ur(x), resp. Br(x) označ́ıme otevřenou, resp. uzavřenou kouli v
Rm se středem v x a poloměrem r > 0. Symbol λ bude značit Lebesgueovu
mı́ru na Rm a λ∗ vněǰśı Lebesgueovu mı́ru.
Necht’ x ∈ Rm, A ⊂ Rm. Horńı, resp. dolńı hustotou množiny A v bodě x se
nazývá č́ıslo

Θ∗(x,A) = lim sup
r→0+

λ∗(Ur(x) ∩ A)

λ(Ur(x))
, resp. Θ∗(x,A) = lim inf

r→0+

λ∗(Ur(x) ∩ A)

λ(Ur(x))
.

Pokud se horńı i dolńı hustota množiny A v bodě x rovnaj́ı, nazýváme jejich
společnou hodnotu hustotou množiny A v bodě x a znač́ıme Θ(x,A).

Bod x nazveme bodem hustoty A, pokud Θ(x,A) = 1. Podle Lebesgueovy
věty o hustotě je Θ(x,A) = 1 pro skoro všechna x ∈ A, je-li A měřitelná [3].
Pro A měřitelnou nav́ıc plat́ı Θ(x,A) = 1 právě když Θ(x,Rm \ A) = 0.

Množinu G ⊂ Rm nazveme d-otevřenou, je-li lebesgueovsky měřitelná
a každý jej́ı bod je bodem hustoty G. Systém všech d-otevřených množin
tvoř́ı topologii na Rm, tzv.hustotńı topologii, která je jemněǰśı než klasická
eukleidovská topologie [3]. V daľśım textu budeme termı́ny d-spojitá funkce,
Intd apod. použ́ıvat právě v souvislosti s hustotńı topologíı.

Funkce f : Rm → R se nazývá aproximativně spojitá v bodě x ∈ Rm,
jestliže pro každé ε > 0 je Θ(x, {y ∈ Rm | |f(x) − f(y)| ≥ ε}) = 0. Ek-
vivalentně, f je aproximativně spojitá v bodě x, pokud existuje měřitelná
množina E taková, že Θ(x,E) = 1 a limy→x,y∈E f(y) = f(x). Podle Denjoy-
ovy věty je f lebesgueovsky měřitelná, právě když je aproximativně spojitá
ve skoro všech bodech [3].

Řekneme, že f je aproximativně spojitá, je-li aproximativně spojitá v
každém bodě x ∈ Rm. Každá aproximativně spojitá funkce je měřitelná,
takže pro každý bod x a ε > 0 je dokonce Θ(x, {|f(y) − f(x)| < ε}) = 1.
Jinými slovy x ∈ Intd({|f(y) − f(x)| < ε}). To silně připomı́ná klasickou
definici spojitosti. Skutečně plat́ı následuj́ıćı charakterizace:

Věta 2.4 Funkce f : Rm → R je aproximativně spojitá, právě když je d-
spojitá.

10



D̊ukaz: Je-li f aproximativně spojitá a f(x) > α pro nějaké x ∈ Rm, existuje
měřitelná množina E taková, že Θ(x,E) = 1 a limy→x,y∈E f(y) = f(x). Tedy
pro r dost malé je Ur(x) ∩ IntdE d-okoĺı x, které je podmnožinou {f > α}.

Naopak je-li f d-spojitá, je měřitelná a pro každé x ∈ Rm a ε > 0 je
Θ(x, {|f(y) − f(x)| < ε}) = 1, tud́ıž Θ(x, {|f(y) − f(x)| ≥ ε}) = 0 a f je
aproximativně spojitá v x.

2

Poznámka Důsledkem předchoźı věty je mimo jiné uzavřenost aproxima-
tivně spojitých funkćı na běžné aritmetické operace + , - , · , ÷ (má-li taková
operace smysl).

Necht’ f ∈ L1
loc(R

m). Bod x ∈ Rm se nazývá Lebesgueovým bodem funkce f ,
jestliže

lim
r→0+

1

λ(Ur(x))

∫

Ur(x)

|f(x) − f(t)| dt = 0.

Neurčitý integrál reálné funkce f má derivaci v každém Lebesgueově bodě
x funkce f rovnu f(x), podobně je-li f Radon-Nikodymovou derivaćı mı́ry
µ podle λ na Rm, je f(x) rovno derivaci Dµ

Dλ
v každém Lebesgueově bodě f

[7].
Tyto dva př́ıpady je nutno rozlǐsit, poněvadž pojem derivace mı́ry v Rm

neńı zobecněńım pojmu derivace reálné funkce; př́ıkladem je funkce f(x) =
|x| na [-1,1], která v 0 nemá derivaci v klasickém smyslu, nicméně derivace
j́ı př́ıslušné (znaménkové) Lebesgue-Stieltjesovy mı́ry podle λ v 0 je nulová.
Pojem Lebesgueova bodu zastřešuje oba dva pojmy; proto v daľśım textu
budeme pojmem mı́ra µ diferencovatelná vzhledem k ν označovat, že µ≪ ν
a každý bod x ∈ Rm je Lebesgueovým bodem Radon-Nikodymovy derivace
µ podle ν.

Východiskem pro úvahy o derivaćıch je následuj́ıćı vlastnost aproxima-
tivně spojitých funkćı:

Tvrzeńı 2.5 Necht’ f : Rm → R měřitelná je omezená na nějakém okoĺı
bodu x ∈ Rm. Potom f je aproximativně spojitá v bodě x právě tehdy, když
bod x je Lebesgueovým bodem funkce f .
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D̊ukaz: Necht’ x ∈ Rm a |f | ≤ M na okoĺı x. Označ́ıme Aε = {t ∈
Rm | |f(x) − f(t)| ≥ ε}. Je-li x Lebesgueovým bodem f , pak

lim
r→0+

1

λ(Ur(x))

∫

Ur(x)

|f(x) − f(t)| dt = 0

takže 1
λ(Ur(x))

λ(Ur(x) ∩ Aε) → 0 pro každé ε > 0. Naopak, pokud 1
λ(Ur(x))

λ(Ur(x) ∩ Aε) →
0 pro každé ε > 0, je

lim
r→0+

1

λ(Ur(x))
·
∫

Ur(x)

|f(x) − f(t)| dt ≤

lim
r→0+

1

λ(Ur(x))
·




∫

Ur(x)∩Aε

|f(x) − f(t)| dt+

∫

Ur(x)\Aε

ε dt


 ≤ (2M + 1) · ε.

2

Podle předchoźı věty lze problém sestrojit derivaci určitých vlastnost́ı re-
dukovat na problém sestrojeńı vhodné omezené aproximativně spojité funkce.
Vzhledem k omezenosti stač́ı konstruovat funkce splňuj́ıćı 0 ≤ ϕ ≤ 1. Nás
bude v analogii s nikde monotónńımi funkcemi zaj́ımat předevš́ım možnost
rozhodnout, v kterých bodech bude naše funkce nulová, resp. nenulová. K
tomu použijeme následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.6 Necht’ ϕ : Rm → R omezená aproximativně spojitá. Potom
ϕ je 1. Baireovy tř́ıdy, tedy existuje posloupnost {ϕn}n∈N spojitých funkćı,
která bodově konverguje k ϕ.

D̊ukaz: Polož́ıme ϕn(x) = 1
λ(U1/n(x))

·
∫

U1/n(x)

ϕ(t) dt a aplikujeme tvrzeńı 2.5.

2

Množiny {ϕ > α}, {ϕ < α} jsou pro funkci ϕ, která je 1.Baireovy tř́ıdy,
typu Fσ. To nám spolu s větou 2.4 ř́ıká, že množina, kde bude naše funkce
kladná (nebo záporná), by měla být d-otevřená typu Fσ.

V následuj́ıćıch odstavćıch ukážeme, že taková podmı́nka už je i postačuj́ıćı;
kdykoliv A je d-otevřená typu Fσ, můžeme sestrojit aproximativně spojitou
funkci ϕ takovou, že 0 ≤ ϕ ≤ 1 a {ϕ > 0} = A.
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K tomu použijeme konstrukci podobnou d̊ukazu Urysonova lemmatu, jak
je popsán v [7].

Necht’ τ a σ jsou dvě topologie na množině X, σ ⊆ τ . Řekneme, že τ má
Luzin-Menšovovu vlastnost vzhledem k σ, jestliže pro každé dvě množiny
F,G ⊂ X, kde F je σ-uzavřená a G je τ -otevřená, F ⊂ G, existuje E σ-
uzavřená taková, že F ⊂ Intτ (E) ⊂ E ⊂ G.

Nyńı chceme ukázat, že hustotńı topologie na Rm má Luzin-Menšovovu
vlastnost vzhledem k Eukleidovské topologii; to bude kĺıčový krok naš́ı kon-
strukce. V d̊ukazu použijeme známou Vitaliovu větu o pokryt́ı a následuj́ıćı
tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.7 Necht’ A ⊂ Rm neprázdná, ε > 0. Potom λ({x ∈ Rm | dist(x,A) =
ε}) = 0.

D̊ukaz: Můžeme předpokládat, že A je uzavřená. Funkce x 7→ dist(x,A) je
spojitá, takžeE := {x ∈ Rm | dist(x,A) = ε} je měřitelná. Podle Lebesgueovy
věty o hustotě jsou skoro všechny jej́ı body body hustoty. Stač́ı tedy ukázat,
že E neobsahuje žádné body hustoty.

Zvolme x ∈ E. A ∩B2ε(x) je kompaktńı, takže existuje y ∈ A, |x− y| =

dist(x,A) = ε. Potom Θ∗(x,E) ≤ lim supr→0+

λ(Ur(x)\Uε(y))
λ(Ur(x))

= 1
2
.

2

Necht’ A ⊂ Rm. Řekneme, že systém V uzavřených kouĺı je vitaliovské
pokryt́ı A, jestliže pro každé x ∈ A a r > 0 existuje B ∈ V, x ∈ B ⊂ Br(x).

Věta 2.8 (Vitali) Necht’ V je vitaliovské pokryt́ı A ⊂ Rm. Potom existuje
spočetný disjunktńı podsystém W ⊂ V takový, že λ(A \⋃W) = 0.

D̊ukaz: Viz [3].

2

Lemma 2.9 (Luzin-Menšovova vlastnost hustotńı topologie) Pro každou
G ⊂ Rm d-otevřenou a F ⊂ G uzavřenou existuje E uzavřená, F ⊂ Intd(E) ⊂
E ⊂ G.
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D̊ukaz: Necht’ H ⊂ Rm otevřená, F ⊂ H, λ(H \ F ) < ∞. Pro n ∈ N

polož́ımeAn := {z ∈ Rm | dist(z, F ) ∈ (2−n−1, 2−n)}∩G. Můžeme předpokládat,
že G ⊂ H a že plat́ı G \F =

⋃∞
n=1An (v opačném př́ıpadě můžeme mı́sto G

uvažovat množinu G̃ := (G∩H)\({dist(·, F ) ≥ 1
2
}∪⋃∞

n=1{dist(·, F ) = 2−n}),
což je podle opět d-otevřená podmnožina G obsahuj́ıćı F ).

Pro n ∈ N dále polož́ıme Λn := {Br(x) |x ∈ An, r > 0, Br(x) ⊂
{dist(·, F ) ∈ (2n−1, 2−n)}∩H}. Systém Λn tvoř́ı vitaliovské pokryt́ıAn, takže
podle Vitaliovy věty existuje {Ak

n}n∈N spočetný disjunktńı podsystém Λn

splňuj́ıćı λ(An \
⋃

n∈NA
k
n) = 0. Plat́ı λ(

⋃
k∈NA

k
n) ≤ λ(H \F ) <∞, takže pro

každé n ∈ N existuje kn ∈ N takové, že
∑∞

k=kn+1 λ(Ak
n) < αm ·(2−n−1)m ·2−n,

kde αm je mı́ra jednotkové koule v Rm. Pro k = 1, . . . , kn nalezneme kom-
paktńı množiny F k

n ⊂ Ak
n∩G tak, aby λ((Ak

n∩G)\F k
n ) < αm·(2−n−1)m·2−n−k.

Pro k > kn polož́ıme F k
n = ⊘.

Definujeme E := F ∪⋃n,k∈N F
k
n . Potom:

• F ⊂ E ⊂ G.

• E je uzavřená.

Necht’ {xj}j∈N ⊂ E, xj → x ∈ Rm. Předpokládejme, že xj /∈ F
(jinak vybereme podposloupnost {xi} ⊂ {xj} ∩ F a bude x ∈ F z
uzavřenosti). Pokud pro nějaké k a n je xj ∈ F k

n pro nekonečně mnoho

j, pak x ∈ F k
n (F k

n kompaktńı). Pokud pro nějaké n je xj ∈ F
kj
n pro

nekonečně mnoho j, pak existuje k takové, že xj ∈ F k
n pro nekonečně

mnoho j (pro dané n je jen konečně mnoho F k
n neprázdných), tedy

opět x ∈ F k
n . V jiném př́ıpadě lze vybrat {xi} ⊂ {xj} podposloupnost,

xi ∈ F ki
ni

, ni → ∞. Ze spojitosti funkce dist(·, F ) máme dist(x, F ) =
limi→∞ dist(xi, F ) = 0 a x ∈ F ⊂ E.

• F ⊂ Intd(E)

Zvolme x ∈ F , ε > 0. Protože x je bod hustoty G, existuje r0 > 0 :
λ(Br(x)\G)

λ(Br(x))
< ε

2
pro r ∈ (0, r0). Pro N ∈ N splňuj́ıćı 2−N < r0 a pro

r ∈ [2−N−1, 2−N) plat́ı odhady:

λ(Br(x) \ E)

λ(Br(x))
≤ ε

2
+
λ(Br(x)) ∩G \ E)

λ(Br(x))
=
ε

2
+
λ((Br(x) ∩ (G \ F )) \⋃n,k∈N F

k
n )

αm · rm
≤

≤ ε

2
+
λ(
⋃

n≥N An \⋃n,k∈N F
k
n )

αm · (2−N−1)m
=
ε

2
+

1

αm · (2−N−1)m
·
∑

n≥N

∑

k∈N

λ((Ak
n ∩G) \ F k

n ) ≤
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≤ ε

2
+
∑

n≥N

(
kn∑

k=1

2−n−k + 2−n

)
≤ ε

2
+
∑

n≥N

(2−n−1 + 2−n) ≤ ε

2
+2−N+3 < ε

pro N dost velké.

2

Jsou-li A,B ⊂ Rm, budeme psát A � B, pokud A ⊂ IntdB.

Věta 2.10 Necht’ F ⊂ Rm d-otevřená množina typu Fσ. Potom existuje
ϕ : Rm → [0, 1] aproximativně spojitá funkce taková, že {ϕ > 0} = F . Nav́ıc
lze požadovat, aby ϕ byla shora polospojitá.

D̊ukaz: Necht’ F =
⋃∞

j=1 Fj, Fj uzavřené. Pro n ∈ N0 sestroj́ıme s
využit́ım Luzin-Menšovovy vlastnosti hustotńı topologie indukćı uzavřené
množiny E1/n takto:

1. F1 � E1 � F

2.
⋃k

j=1 Fj ∪ E1/(k−1) � E1/k � F , k ≥ 2.

Je tedy E1 � E 1

2

� . . . � E1/n � . . . � F a F =
⋃

n∈NE1/n. Označ́ıme

Q1
0 := Q∩ (0, 1]. Č́ısla z Q1

0 \{ 1
n
|n ∈ N0} seřad́ıme do posloupnosti {qn}n∈N.

Postupujeme opět indukćı; k danému n nalezneme j tak, aby qn ∈ ( 1
j+1

, 1
j
).

Polož́ıme p0 = 1
j+1

, p1 = 1
j
. Necht’ {pk}M

k=0 je množina {p0, p1} ∪ {ql | l ≤
n, ql ∈ ( 1

j+1
, 1

j
)}. Nalezneme největš́ı pk a nejmenš́ı pl tak aby platilo pk ≤

qn ≤ pl. Potom vybereme uzavřenou množinu Eqn splňuj́ıćı Epl
� Eqn � Epk

.
T́ımto zp̊usobem źıskáme systém {Eq}q∈Q1

0
uzavřených množin takových, že

F =
⋃

q∈Q1
0

Eq a pro každé p, q ∈ Q1
0, p < q je Eq � Ep. Polož́ıme

ϕ =

{
0 , pokud x /∈ F
sup{q ∈ Q1

0 |x ∈ IntdEq} , jinak

ψ =

{
0 , pokud x /∈ F
inf{q ∈ Q1

0 |x /∈ Eq} , jinak
Potom

{ϕ > α} =
⋃

q>α

q∈Q1
0

Intd(Eq) je d-otevřená, tedy ϕ je zdola d-polospojitá

{ψ < α} =
⋃

q<α

q∈Q1
0

Rm \Eq je otevřená, tedy ψ je shora polospojitá a tud́ıž i
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shora d-polospojitá.
Ověř́ıme, že ϕ = ψ. Je-li ϕ(x) 6= ψ(x) pro nějaké x, pak nutně ϕ(x) < ψ(x).
Zvoĺıme p, q ∈ Q tak, že ϕ(x) < q < p < ψ(x). Potom x /∈ Intd(Eq), x ∈ Ep.
Zároveň plat́ı Ep � Eq, takže z x ∈ Ep plyne x ∈ Intd(Eq), což je spor.
Je tedy ϕ = ψ a ϕ je d-spojitá a shora polospojitá. Podle věty 2.4 je ϕ
aproximativně spojitá, nav́ıc jistě plat́ı {ϕ > 0} = F .

2

Vlastnost hustotńı topologie popsaná ve zněńı věty 2.10 se nazývá Za-
horského vlastnost vzhledem k eukleidovské topologii. Podrobně se hus-
totńımi topologiemi zabývá [4].

Poznámka Vždy lze dodatečně zař́ıdit, aby ϕ byla lebesgueovsky inte-
grovatelná. Mı́sto ϕ můžeme totiž uvažovat funkci ϕ · ψ, kde ψ je nějaká
spojitá nezáporná a všude nenulová integrovatelná funkce, např́ıklad e−|x|2 .

Tvrzeńı 2.11 Necht’ P,N ⊂ Rm jsou dvě disjuktńı měřitelné množiny. Po-
tom existuje znaménková mı́ra µ diferencovatelná vzhledem k λ taková, že vz-
tahy P = {Dµ

Dλ
> 0} a N = {Dµ

Dλ
< 0} plat́ı až na množiny nulové Lebesgueovy

mı́ry.

D̊ukaz: d-vnitřek každé měřitelné množiny se od ńı lǐśı o množinu nulové
mı́ry a každou měřitelnou množinu lze zevnitř aproximovat množinou typu
Fσ až na množinu nulové mı́ry; existuj́ı tedy d-otevřené množiny P̃ ⊂ P ,
Ñ ⊂ N typu Fσ splňuj́ıćı λ(P \ P̃ ) = λ(N \ Ñ) = 0. Podle Věty 2.10
a následuj́ıćı poznámky sestroj́ıme omezené integrovatelné aproximativně
spojité funkce ϕ, ψ : Rm → [0, 1] takové, že P̃ = {ϕ > 0}, Ñ = {ψ > 0}.
Nakonec stač́ı položit dµ = (ϕ− ψ) dλ.

2

Důsledek 2.12 Existuje kmitaj́ıćı znaménková mı́ra µ na Rm diferencov-
atelná v̊uči λ.

D̊ukaz: Stač́ı aplikovat předchoźı tvrzeńı na množiny A,Rm \ A, kde A je
jako ve 2.3

2

Polož́ıme-lim = 1, dostáváme omezenou aproximativně spojitou funkci f
na R, jej́ıž každý bod je Lebesgue̊uv. Primitivńı funkce k f je tedy Köpckeho
funkćı.
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