UNIVERZITA KOMENSKEHO
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
BRATISLAVA

Martin Takac

Vyuzitie aproximacie rozdelenia
casovo spriemernenej hodnoty
nahodnej premennej pri ocenovani
azijskych opcii

Studentskd vedeckd konferencia 2009

Vedtci prace: doc. RNDr. Daniel Sevéovi¢, CSc.



Prehlasujem, Ze tato pracu som vypracoval sdm, iba s pouzitim uvedenej
literattry a s pomocou mojho veduceho.

Martin Takac



Aj touto cestou by som sa chcel podakovat vedicemu prace Danielovi
Sevcovicovi za jeho odborné vedenie, pripomienky, ndvrhy a za mnozstvo
casu a trpezlivosti, ktoré mi venoval pri vypracovavani tejto prace.



Abstrakt

V préci odvadzame aproximativny vzorec na ocenovanie azijskych opcii bez
moznosti pred¢asného uplatnenia. Pomocou momentovej vety odhadneme
parametre log-normdlneho rozdelenia, ktorym aproximujeme nekonecny
sucet navzajom korelovanych log-normalnych rozdeleni. Ukazuje sa, ze
tato aproximadcia je vhodna len pre malé casy T do expiracie a pri malej
volatilite podkladového aktiva o. Na rozdiel od klasického spriemerovania
odvadzame momenty pre vazeny aritmeticky priemer. Nakoniec uvddzame
mozné vylepSenia pouzitim posunutého log-normalneho rozdelenia, ¢i tzv.
generalized extreme value rozdelenia.
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Glosar

Arbitraz: vykonanie niekolkych obchodov na trhu za tic¢elom obdrzania
garantovaného bezrizikového zisku.

Derivat: cenny papier, ktorého hodnota je zavisla (odvodend) od uz exis-
tujacich cennych papierov na trhu.

Kontrakt: zdkonne platnd dohoda medzi dvoma stranami.

Payoff: vyplata derivatu definovana ako nominalna hodnota minus strike
price.

Strike price: pevne dohodnuté cena, za ktori moZze byt cenny papier pre-
dany alebo kipeny vo vopred stanovenom case.

Zoznam symbolov

o - volatilita.

T - Cas, ktory ostdva do maturity.
S - cena podkladového aktiva.

r - bezrizikova urokova miera.

E - expiracna cena (strike price).

. . 7 . . .7 t
A, - aritmeticky priemer cien akcif, 4, = 1 [ S;.



Kapitola 1

Uvod a motivacia

1.1 Motivacia

V poslednych rokoch rastie objem obchodovanych exotickych opcii. Ne-
mald ¢ast’ tvoria prave Azijské opcie. Ked'Ze neexistuje explicitny vzorec
na ich ocenenie (v pripade aritmetického spriemerovania), vzniklo mnoho
metod ako vypocitat’ cenu opcie. Niektoré algoritmy zalozené na binar-
nych stromoch potrebuju stovky az tisice sekind na vypocet ceny opcie
(vid. napr. [1]). Preto nasim ciefom bude najst aproximativny explicitny
vzorec na ocenenie Azijskej opcie. Na rozdiel od $tandardného aritmetické-
ho spriemerovania budeme uvazovat aj vaZzené aritmetické spriemerovanie
so vSeobecnou vdhovacou funkciou a(§).

1.2 Opcné derivaty

Financ¢né derivaty su odvodené od aktiv (akcie, komodity,...), burzovych in-
dexov, menovych kurzov, ... Spolo¢tnym nazvom v anglictine underlaying.
Zé&kladnymi typmi finan¢nych derivatov su opcné derivaty, forwardy, futu-
rity a swapy. V praci sa budeme zaoberat’ iba opénymi derivatmi (opciami).

Opcia je pravo (nie povinnost) kupit alebo predat ur¢ité podkladové
aktivum alebo finan¢ny nastroj v stanovenom termine (expiration date) za



vopred dohodnuta cenu (strike price). Ak sa opcia moZe realizovat pred
casom vyprsania, tak hovorime o Americkej opcie. Ak sa moze realizovat
iba v Case vyprsania, hovorime o Eurépskej opcie.

Kupna opcia (call option) je kontrakt, ktory ddva vlastnikovi pravo ku-
pit dané podkladové aktivum v Caste vyprsania za dohodnutt cenu.

Predajna opcia (put option) je kontrakt, ktory dava vlastnikovi pravo
predat’ dané podkladové aktivum v Case vyprSania za dohodnutu cenu.

Exotické opcie st vSetky opcie, ktoré nie su definované ako Standardné
(plain-vanilla-option).

Obchodnik méze na opénom trhu zaujat’ nasledovné pozicie:

e kupa kupnej opcie (long call),

e predaj kupnej opcie (short call),

e kupa predajnej opcie (long put),

e predaj predajnej opcie (short put).

Predpokladajme, Ze sme vypisovatelom Eurdpskej call opcie. Nech opc-
na cena je X, cena podkladového aktiva je S, bezrizikova trokova miera
je r a optny obchod sa uzatvara na ¢as 7. Dilemou je, za aku cenu V' ma-
me dant opciu predat. Tdto cena sa vold op¢nd prémia (option premium,
option value).

RieSenie je mozné ndjst postupom opisanym v [7], [4], [12]. O podkla-
dovom aktive sa predpokladd, Ze sleduje nasledovny stochasticky proces:

Sy = Soexp(ut + oWy),

kde W, je Wienerov proces.
Za nasledovnych predpokladov

e vylucenie arbitraze (no riskless arbitrage opportunities),

e obchodovat sa dad nepretrzite,

e bezrizikova urokova miera je konstantnd a kazdému zndma,
e nie su ziadne transakcné naklady a neplatia sa ziadne dane,
e aktiva neplatia ziadne dividendy,

e aktiva su perfektne delitelné,

e moznost pozicast, resp. pozicat si l'ubovolne vela penazi za bezrizi-
kovud drokovd mieru.



a skonstrulovanim bezrizikového portfélia pozostavajiceho z opcii, ak-
cii a dlhopisov dostdvame nasledovnu Black-Scholesovu parcidlnu diferen-
cidlnu rovnicu.

oV o? ,0°V ov

—+ S S -V =0. 1.1
or T 27 a2 Tas T (-1
Pociato¢nu podmienku ur¢ime nasledovne: v Case expirdcie plati (7 = 0),
ze

V(S,0) = max{S — X, 0}. (1.2)
Podrla [4] je rieSenim (1.1) a (1.2):

V(S, T) = SN(dl) - Xe_TTN(d2>, (13)
kde i
N(z) = / ez dt
Coo V21

je distribu¢nd funkcia normélneho rozdelenias y=0a o =1,

Ins 4 (r+2)r
dy = —=% 2 1.
1 g (1.4)

%—F(T—%)T

(1.5)

1
dgzdl—aﬁ: -

1.2.1 Typy opcii

Opcie mdzeme rozdelit’ podla viacerych kritérii. Jednym kritériom moéze
byt napr. na aké podkladové aktivum st naviazané. Tu moZeme zaradit
napr.:

opcie na akcie,

opcie na opcie,

opcie na na vymenné kurzy,
e opcie na urokové miery.

Inym kritériom méze byt moznost pred¢asného uplatnenia opcie. Ro-
zoznavame teda opcie:



e s moznostou predcasného uplatnenia (tzv. americké opcie). Su to
opcie, ktoré m6zeme uplatit’ este pred stanovenou dobou maturity 7,

e bez moznosti predcasného uplatenia (tzv. eurdpske opcie). Opcia
vyprsi v Case expirdcie 7.

Dal$im nemenej vyznamnym kritériom je, ¢i cena pay-off zalezi od vy-
voja akcie do casu expirdcie (jednd sa o tzv. exotické opcie). Sem patria
napr.:

e ruské opcie (cena opcie je funkciou maximadlnej, resp. minimalnej
ceny podkladového aktiva),

e bariérové opcie,
e lookback opcie,

e azijské opcie.

1.3 Azijské opcie

Azijské opcie st typom opcii, ktoré zdvisia aj od historického vyvoja ce-
ny podkladového aktiva. V d’alSom sa zameriame vylu¢ne na opcie, kde
podkladovym aktivom st akcie.

V pripade azijskych opcii je pay-off funkciou aj historického priemeru
cien akcii.

Pouzitie Azijské opcie st uzitoénym finanénym ndastrojom na zaistovanie
Specifickych typov aktiv, akymi mo6zu byt napr. ropa, obilie, ... Velkou
vyhodou tychto opcii je aj to, Ze vysledny pay-off nie je velmi citlivy od
aktudlnej ceny akcie.

Podla typu spriemerovania rozliSujeme opcie

. c 1 . , 1 [
e s aritmetickym spriemerovanim A; = n / Se dg,
0

1 t
¢ s geometrickym spriemerovanim In A, = n / In S d§.
0

Podla pozicie A; v pay-off pozndme dva typy:

e Averagerate call (V (S, A, T) = max{0, A—E}), resp. put (V(S, A, T) =
max{0, £ — A}).



e Average strike call (V' (S, A, T) = max{0,S—A}), resp. put (V (S, A,T) =
max{0, A — S}).

Poznamenajme, Ze v pripade geometrického spriemerovania existuju
explicitné vzorce na ocenovanie azijskych opcii (podrobnejsie o geomet-
rickom spriemerovani mozno najst v [4]).



Kapitola 2

Ocenovanie average rate opcii
bez mognosti predcasného
uplatnenia

V stcasnej dobe nie je zndmy explicitny vzorec na ocenenie Azijskej
opcie [4]. RieSenie sa preto musi hladat réznymi aproximativhymi meto-
dami. Medzi zdkladné metddy ocenenia Azijskej opcie patri:

e numericky pristup - spoc¢iva v Monte Carlo simuldcii, rieSenie PDR

metodou konecnych diferencii,

e analyticka aproximacia - spociva v aproximacii rozdelenia Ar a od-
vodeni aproximativneho explicitného vzorca na vypocet ceny opcie,

e odhad dolného a horného ohranicenia ceny opcie.

Viac o tejto problematike vid. v [14].

V tejto kapitole odvodime prvé dva momenty ndhodnej premennej Ay v
pripade ako jednoduchého aritmetického spriemerovania, tak aj v pripade
vazeného spriemerovania. Pomocou mometovej vety odhadneme paramet-
re log-normalneho rozdelenia a nakoniec odvodime aproximativny expli-
citny vzorec na oceflovanie azijskej average rate opcie.



2.1 Idea odvodenia
Je zname (vid'. [7], [1]), ze cena call opcie sa da vypocitat ako

V(S,A,0) = e T Eg[(Ar — E)Y], (2.1)
kde (£)" = max{0,{} a @ je technickd, rizikovo neutrdlna pravdepodob-

T
nost’ (jej existencia je zarucend Girsanovova lemov) a Ar = T / Se d€.
0

Lema 2.1.1 (Girsanovova). Nech W;(w), 0 < t < T, je Brownov pohyb na
(92, F, P). Nech v;(w) je F}¥-adaptovany proces, pre ktory

1 [T
Ep {exp (5/ 'y,?dt)} < 00.
0

Potom existuje miera ) na (2, F) takd, Ze

e () ~ P (miera Q a P st navzdjom ekvivalentné),

e = e (= [ w3 [ i)

o Wiw) =W, (w) + fot vs(w)ds je Brownov pohyb na (2, F, Q).

Pre dS pri pravdepodobnostnej miere P plati
1
dSt = StO'th + St,udt + §U2Stdt.

D4 sa ukazat, ze pre rizikovo neutrdlnu mieru ) musi platit (vid. [7]),
ze proces Z; = ¢ "'S; musi byt F/V-martingal. A teda tento proces musi
mat’ nulovy drift. Potom dostavame, Ze pri rizikovo neutralnej pravdepo-
dobnosti () pre proces S; plati:

~ 1
St = So exXp (JWt +rt — 502t) s (22)

kde TV, je Wienerov proces na (2, F, Q).
Z Itéovej lemy potom pre d.5; plati
dS; = Srdt + ScdW;. (2.3)

V d’alsom budeme namiesto W, pisat’ iba W;, lebo v dalSom budeme uva-
zovat uz len mieru Q.



2.1.1 Bindarne stromy

Pre vyvoj ceny akcie predpokladame, Ze sleduje geometricky Brownov po-
hyb, teda

S(t+dt) = S(t) - exp {(7’ - %az> dt + ath] , (2.4)

kde W, je Wienerov proces, r rizikovo neutrdlna miera a o je volatilita.
Bindrny vyvoj akcie predpokladad, Ze cena akcie sa méze zvysit z S na S - u,
kde u > 1 s pravdepodobnostou p, alebo znizit na S - d (d < 0) s pravdepo-
dobnostou 1 — p.

Ukazka vyvoja v dvoj-etapovom bindrnom strome je na obr. 2.1.

Obrazok 2.1: Ukazka dvoj-etapového bindrneho stromu.

Ak by sme mali n-etapovy bindrny strom, tak potom jedna etapa pred-

stavuje ¢as At = —. Potom pre (vid'. [1])
n

erAt —d
= - 2.5
U = e"m, (2.6)
1
d = -, (2.7)
U

bude bindrny strom spravne popisovat’ vyvoj akcie (pri rizikovo neutrdlnej
miere ().
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Nasim hlavnym cielom je vypocitat hodnotu V' (S, A,0). Aby sme to
mohli urobit, potrebovali by sme vediet rozdelenie A a potom pomocou
vzorca (2.1) uz lahko ocenili dant opciu.

Je zrejmé, ze S; ma lognormdlne rozdelenie. Taktiez je zndme, Ze stcet
lognormdlnych ndhodnych veli¢in nie je lognormaélny, ale d4 sa za istych
predpokladov (¢ < 0.4) dobre aproximovat lognorméalnym rozdelenim.

2.2 Vypocet momentov pre obycCajné sprieme-
rovanie

Na odhadnutie parametrov lognormélneho rozdelenia mézeme pouzit na-
pr. momentovi metddu. Ked'Ze lognormalne rozdelenie je dvoj-parametrické
rozdelenie, tak potrebujeme urcit presne dva momenty veli¢iny A;. Dany
problém v pripade obycajného spriemerovania bol uz rieSeny (vid'. napr.
[10],[11],[8]), no v prdci odvddzame momenty inym sposobom. Najprv
spojity proces zdiskretizujeme na n Casti a nasledne vypocitame limity pre
n — oo. Dany postup je jednoduchsi v pripade odvadzania vyssich momen-
tov. V d’alSej casti odvodime momenty v pripade vazeného spriemerovania.

Lema 2.2.1. Pre E[Ar| plat{

exp(rT) —1
rT '

DoOkaz: Najprv budeme aproximovat’ spojity proces S; diskrétnym procesom

a nakoniec limitnym prechodom dostaneme tvrdenie uvedenej lemy. Nech §; st

alternativne rozdelené, nezdvislé ndhodné premenné, ktoré nadobudaju hod-
noty u s pravdepodobnostou p a d s pravdepodobnostou 1 — p. Definujme
k

& = 1. Potom Sga = S ng. Oznacme

=0
6rAt_d
p=FE[]=plu—d) +d= — (u—d)+d=e"*
Potom
BlArl = B ZM] JHT;MHZE ol =
- 3 [Ts] - s S T e -




=0
1 —] 4w (D) 1
= lim te T SO lim (—1 +e'n (”+1)> n+l
n—oon 4+ 1 1+e™n n—00 —1+e
1
-1 _|_erT
= S (=14 €7) lim — & g
o (~1+¢7) lim oL T
Lema 2.2.2. Pre E[A2] plati
2 [exp(B) —exp(a) exp(3) —1
E[A%) = 52= — 2.
3] = 532 [ 22— e

kde o = rT, 3 =2(r + 1o*)T.
Dokaz: Oznaéme v = E[&?] = u(u+d) — 1, n = pu~ %, ( = vn. Potom

n ) 2
ZsolszAt ZHfg‘] =

(n+1)2S,2E[A%] =

i=0 j=0
zznansz] BISIEE
=0 k=0 j=0 =0 =0 k=0 7=0 1=0
= ( Zuﬂl+1>:zui<2i/ﬂ+1>:
j=i+1 =0 7j=1
_ ~ 1—p _ ~ (2w w1 N _
—izol/(2[1f 1_H'+1)—Z:0V(m+1—2ﬂ+1m>_
L=t 2p prtt 1= ¢!
T 1—v (1—u+1)_21—u 1—-¢

Je zrejmé, Ze
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11—yt —1 4+ exp(f)

li =
nisent+1 1—v 3 7
hm (2 ) = 2
n—oon+1\1—p o
. 1 2umtt 2 exp(a)
lim = — ,
n—oon+11—p o}
1 1-—¢ —1 4 exp((r + o2)T)
im =
n—oon+1 1—( (r+02)T
Potom
1 1 — pyntl 2 ontl] — ¢ntl
Sr?E[A2] = lim v Poyq) o2 S
n—oo(n+1)2 | 1—v \1—p l—p 1-¢
_ 2 [exp(B) —exp(er)  exp(B) —1
o f—a B '
Lema 2.2.3. Pre E[StAr| plati
E[SpAr] = 52S(8) = exp(a) (2.10)

f—a ’
kde a = rT, 3 =2(r + Lo?)T.

Dokaz: Podobne ako v predchddzajucich dokazoch, spojity proces najprv
zdiskretizujeme a nakoniec prejdeme limitou k pévodnému spojitému prob-
lému.

1 -
E[SrAr] = nll_{go 1 St ; SOSiAt] =

()35 (o11e)]
USIDIE

i=0 \j=0

n n % . SQ n o
Z (H&jHEk)] :nh—>nolon—{(—)1 (Z um,,z) _

j=1 k=1

E

1
E
1

52
= lim 0
n—oo N, +

E
1




52 n ( 2 1 — ot —n-1
n—oon + 1 —\u n—oom + 1 1—vpt

— lim Sg lun+1 — vt _ 52 rTe(T+S2)T —1 _ SQQXp(ﬁ) — exp(a)
n—con+1 pu—v (r+s2)T 0 B —a '

2.3 ZovSeobecnené spriemerovanie

1 t
V predchadzajtcej Casti sme sa venovali pripadu, kedy A; = n / Se d§. V
0

tejto Casti sa budeme zaoberat’ pripadom, kde budeme uvazovat’ vazeny a-

ritmeticky priemer s vdhovacou funkciou a(§). V praxi sa totiZto obchoduju

opcie, ktoré sa spriemerovavaju napr. poslednych & dni pred expiraciou.
Vseobecny vazeny priemer mozeme teda zapisat’ ako

1 T
Ap = —/ a(T —¢€)S, dé.
Jy al€)de Jo
Priklady vdhovacich funkcii st napriklad:
e exponencidlne vdhovnaie a(§) = exp(—A¢),

0, pre{ =>¢

e spriemerovavanie pred expirdciou a(§) = { 1, pref <e
Y

2.3.1 Odhad momentov pre vahovaciu funkciu exp(—\¢)

V tejto casti odhadneme momenty Az, kde

1 T
Ap = / e*/\(T*S)S5 d¢
) exp(=A€)de Jo

je vdzeny aritmeticky priemer s vdhovacou funkciou a(§) = exp(—A¢).

Lema 2.3.1. Pre E[S7A7| plati
Sg 62(r+%32)T — elrtNT

E[SrA7| =
[SrAr] fOTe*Aﬁdf A+r+ )T

14



Doékaz: Oznalme si w = exp(\ - At), o = wv. Potom

n—oo N,

T n
E[SrA7] - / e d¢ = lim E STZSOeAT“'i'AtSi.At] =
0 i=0

AT n i
= nh_)rglo - E | Sr Z Sow Si-At] =
b1 )
Sge_)‘T

M
&,
=
-

@)]_LM ($34)
j=1 k=1

’ ~ m Sge—AT . 1— Qn—i—l/l/—n—l
n—oo 1+ 1 1—op

(A r+s)T _ 1

. — 0 2 7 —AT€
nl_)IIolo n—}—l =0 0 AN+7+4+)T
_ o e20r+5)T _ o(r+NT
O AN +s)T

Poznamka: Ak vypocitame }\m%) E[S7Ar], tak dostdvame (2.10).

Lema 2.3.2 (Itéova izometria [12], [9]). Nech pre meratelnu funkciu f :
(0,t) — R plati [, f(€)d¢ < oco. Nech W, je Wienerov proces. Potom exis-

tuje Itoov integrdl fot f(&)d¢, ktory predstavuje normdlne rozdelenti ndhodnu
premennt s rozdelenim N (0, 0%(t)), kde o*(t) = fg f(&)*d¢. Potom plati:

(/Otf(é“)dwg)Z] = /Otf(f)zdg. (2.11)

Nech {S¢, £ > 0} je stochasticky proces. Potom plati

(/ot SEdWSf] :/OtE [S¢] de. (2.12)

15
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Lema 2.3.3. Pre E[S,| plati
E[St] = SoeTt.

Dokaz:

n—oo

H@'] = lim S [ [ B[] = lim Sop™ = Soe™.

=0 1=0

Lema 2.3.4 (Prvy moment v pripade vdZeného spriemerovania pre 'ubo-
voI'nu vahovaciu funkciu). Pre E[Ar| plat{

S T
ElAr] = 22— [ (T —¢)erde.
[Ar] foa@dg/o (T — &)ede

Dokaz:

Bl | ") = [ / (- s>sgds] -/ "1~ &) B[S =

T
:/ a(T — €)SpedE.
0

T
Poznamka 1: [ a(T — &)e"d¢ je konvolucia jadra a(e) a exp(re).

0
Poznamka 2: Ak uvazujeme a(§) = exp(—A\¢), tak

So
Jo eXede

A A e()\-f—r)T -1

T
“ANT=8) € g¢ — G, —
/0 ¢ erdé N+ ?”e 1 —e T

E[Ar] =

A erT _ 67)\T

=S .
ONdr 1 —e T

Lema 2.3.5 (Druhy moment v pripade vSeobecného spriemerovania). Pre

E[A2] plati
(/OT a(T — g)dS)

+E VOT (a(T — 5)50)%} :

2

ElAZ] = B _op [ /0 " o(T - €)dS /0 " (T — €)Soail,

16



Dokaz:
r*E[A7] = r*E

(/OT a(T — g)sgdg) 2] .

S — SodWe

Z rovnice (2.3) dostdvame, Ze

Sdg = (2.13)

Potom

2

r’E =F

(/OT a(T — E)Sgd£> (/OT a(T — €)(dS — SUde))QI -
(/OTa(T—é)dS—/OTa(T—§)sadW§))2 (/OTa(T—@ds)Q]

_oF MT o(T — £)dS /OT o(T — g)sadwg] +E o(T — {)SadWs) 2] |

T

(

—2F [/OT a(T — €)dS /OT a(T — f)SadWé}

S—

Pougitim Itéovej izometrie dostdvame

(/OT a(T — g)ds)

i UOT (o(T - g)sa)ng] |

2
=F

Lema 2.3.6 (Druhy moment v pripade vazeného spriemerovania pre expo-
nencidlnu vdhovu funkciu). Pre E[AZ%] plati

—oxp(@) _ exp(d) - 1]

B[A2] = ) ’
b - B

56 2 [exp( (2.14)

k2

S @

kde & = (r+NT, B =2(r + Lo® + INT, k = [ exp(—\¢)de.

Dokaz: Ogznalmev = E[¢%] = u(u+d)—1, n=7""1 ¢ = on, w = exp(\-At),
0 = wv, T = wu. Potom

(n+1)2S;2E[A2] =

ZS IS —)\(T iAt)
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n n 7

k n n
Wik ng H&] _ T Z ZwiwkE
Jj= =0

=0 1=0 k=0

7 k
Haﬂ#:
j=0  1=0

=0 k=0

_ iyiwi (2 i wjiuji+1> — igz <2§ﬂ-j + 1) —
=0 =1

i=0 j=i+1

SN 1—gn "L 27 nt
= N 2r————+ 1) = ’ -2t ) =
i:09<w 1—m +) ZQ (1—7r+ g 1—7r)

1_Qn+1( o )_27rn+1 1_Cn+1
l—m 1—-¢

Je zrejmé, Ze

. 1 1-— Qn-i-l —1+ e()\+2r+52)T 14+ exp(ﬁ)
11m p— = —
nﬂoon—|—1 1—Q ()\+2T+S2)T ﬁ ’
! 1 2T 41 2 2
11m e .
n—soon+1\1—m ()x—i—?“)T a’
1 27t 21T 2 exp(@)
11m = — = — — ,
n—oon+11—m7 (A+r)T a
1 1 — gnJrl -1 + e(r+52)T
lim = —
n—oon+1 1—( (r+s)T
Potom
1 1—po"t! 2m antl 1 — (ntt
S ?E[A%] = 1i 1)-2 =
o ElAr] nl—{go(n—kl)z{ 1-o (1—7T+> -7 1-¢

— & 3
Poznamka: Tento vzorec je skoro totozny so vzorcom pre jednoduché
spriemerovanie, az na to, Ze namiesto parametrov «, 3 tu vystupuju &, (.
Je zrejmé, ze lima = o a lim 3 = (3.

A—0 A—0

«

2 [exp@ —oxp(@) _ exp(d) - 1]
) .

Podarilo sa ndm odvodit prvé dva momenty pre exponencidlne vazené
aritmetické spriemerovanie.
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2.4 Odhady parametrov

V tejto casti odhadneme momentovou metédou parametre lognormdalneho
rozdelenia.

Nech © je ndhodna veli¢ina s lognormalnym rozdelenim s parametrami
v, X. Potom hustota pravdepodobnosti je

0, prex <0
fo(z,0,x) = { ﬁe}(p [_%] , prex >0
a distribu¢né funkcia
0, prex <0
Fy(z,0,x) = { Ly e [ln;x\)/;p} prex>0 -
Dalej plati
Bly] = o2,

Var[y] = <€X2 — 1) 2o’

Ked'ze pozndme skuto¢né prvé dva momenty Ar, vieme aplikovat momen-
tovu vetu a odvodit parametre ¢, y. Plati

v = In(EN]) — %ln (1 + %) ,
Va'r’[w])
(E[)*)

Nakolko Var[y] = E[¢?] — E[¢]?, tak

2 o= ln(1—|—

o = W(BW]) - 50 B[]+ n(BlY]) = 20(E[) - 5 In B[y?)

El’]
(B>

Po dosadeni E[] a E[1)?] dostdvame

Y2 = In

exp(a) — 1 1 22 [exp(B) —exp(a) exp(B) —1
= 21 — ) —=1 — —
@ n <SO - ) 5 10 So - i a 3 ,
522 [expw)—exp(a) _ exp(ﬁ)—l} 2 [exp(m—exp(a) _ exp(ﬂ)—l]
X2 _ 11’1 o B—a B _ ln o —a B

Sg <exp(z)1>2 (exp({j)l)2
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Ak si oznaéime k = SX=L 5 9 — 2 | B g::(p(a) — exp(g)—l , tak potom

1
w = lnSo+21n/£—§ln9,
x> = Inf—2lnk,

kde
el — 1
K =
rT
0 _ 2 [exp(2(r + %(72>T) —exp(rT)  exp(2(r+ %02)T) -1
T 2(r + 302)T —rT 2(r + 302)T
Potom

V(S,0) = TEql(Ar ~ B)') = [ (@~ B)" fylaion) do =

=e 7 /E oo(x — E) xX\l/% exp {—%}5@1 dx.

2.5 Metoda Monte-Carlo simulacii

Pomocou programu (vid. kapitolu 4.1) si mézeme pre dané pociatocné

hodnoty S, E, r, o, T vygenerovat mozné realizacie Ar.

Ak sme zvolili hodnoty nasledovne S = 1,0 = 0.1, = 0.05,7 = 0.5, tak
sme dostali, Ze log-normdlny fit dobre aproximuje vygenerované rozdelenie

(vid'. obr. 2.2).

Ak sme zvolili hodnoty nasledovne S = 1,0 = 0.5,r = 0.15,T = 2, tak
sme dostali, Ze log-normalny fit zle aproximuje vygenerované rozdelenie
(vid'. obr. 2.3). Pre tieto ddta sa ukazuje lep$Sim tzv. Generalized extreme

value rozdelenie (vid. obr. 2.4).

Generalized extreme value Nech 7 je generalized extreme value rozde-

lenie s parametrami y, 0, &, tak potom pre hustotu plati

1 T — = T — o
fn(x,u,0,§)=—{1+£( M)} exp{[lﬂ%( M)] }
o o g
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Generalized extreme value rozdelenie kombinuje 3 jednoduchsie rozde-
lenia (Gumbel, Frechet, Weibull) do jediného rozdelenia. Vyhodou je, Ze
ked fitujeme data tymto rozdelenim, mézeme nechat “data rozhodnut”, z
akého rozdelenia pochddzaju.

Rozdelenia, ktorych chvosty klesajui exponencidlne (ako napriklad nor-
malne rozdelenie) su typu I (Gumbel). Rozdelenia, ktorych chvosty klesaju
pomalsie, ako exponencidlne (napr. Studentovo t-rozdelenie) su typu II
(Frechet). Rozdelenia s kone¢nymi chvostami (ako napr. beta rozdelenie)
su typu III (Weibull). Podrobnejsie vid'. napr. v [3], [2], [5].

Obrdzok 2.2: Odhad hustoty Ar pre S = 1,0 = 0.1,7 = 0.05,7 = 0.5 a lognor-
malny fit. V tomto pripade lognormalny fit je uspokojivy. Odhad prvého momentu
Ar bol 1.012597909886208, vypocitany pomocou vzorca 1.012604820977154.
Odhad druhého momentu A7 bol 1.027084311343816, vypocitany pomocou vzor-
ca 1.027090329394937. Kernelova funkcia pre jednotlivé typy odhadu je nasle-
dovné: normal - k(u) = \/%exp(—%lﬂ); Epanechnikov - k(u) = 2(1—u?), pre |u| <
1; box - k(u) = 3, pre |z| < 1; triangle - k(u) = 1 — |u|, pre |u| < 1. Viac o kernelo-
vych odhadoch hustoty vid'. [6].
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Obrazok 2.3: Odhad hustoty Ar pre S = 1,0 = 0.5,7 = 0.15, T = 2 a lognormal-
ny fit. V tomto pripade lognormalny fit nie je uspokojivy. Odhad prvého momentu
Ar bol 1.164355634098404, vypocitany pomocou vzorca 1.166196025253344.
Odhad druhého momentu A7 bol 1.631399373931964, vypocitany pomocou vzor-
ca 1.639432718563080.

2.6 Numerické vysledky

V tabulke 2.1 uvadzame numerické hodnoty a porovnanie s inymi metoda-
mi. Parametre pouzité pri vypocte su S = 100, 7 = 1,0 = 0.05.

2.6.1 Planované vylepsenia

V budtcnosti planujeme pouZit aproximdciu s tzv. posunutym log-normdlnym
rozdelenim (ak 5 je lognormalne rozdelenie, tak n + ¢ je posunuté log-
normalne rozdelenie), resp. Generalized extreme value rozdelenim. Ked'ze
tieto rozdelenia su 3-parametrické, na ich odhad musime este vypocitat
E[A7].

2.6.2 ZovsSeobecnenia

Uvedeny vzorec na ocenovanie bol pre t = 0. Ak sme v case 0 < t < T
a pozndme A, = %f(f S,dr, tak potom Ap|A; = LA, + T Ar (S, T — ).
Takze vieme vypocitat cenu opcie ajv case 0 < t < T.

Ak by sme uvazovali aj dividendovi mieru ¢, tak ocenovacia formulka
sa zmeni len tak, Zze namiesto r budeme pouzivat r — q.
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Obrazok 2.4: Histogram Ap pre S = 1,0 = 0.5,7 = 0.15,7 = 2 a dva fity
(generalized extreme value, lognormalny fit).

E r RS-PDE T-LB T-UB AA LN MC

100 0.05 || 2.621 2.7162 27162 2.7279 || 2.85755 2.70776
105 0.05 || 0.439 0.3372 0.3374 0.3257 || 0.35265 0.33706
100 0.09 || 4.185 4.3082 4.3084 4.3173 || 4.71558 4.31100
105 0.09 || 1.011 0.9583 0.9585 0.9561 | 1.04839 0.94235
100 0.15 || 6.777 6.7944 6.7946 6.7963 || 7.89423 6.78619
105 0.15 || 2.639 2.7444 27446 2.7559 || 3.19084 2.73807

Tabulka 2.1: Tabulka cien opcii pre S = 100,7 = 1,0 = 0.05. RS-PDE su
hodnoty ziskané pomocou rieSenia PDR (Roger a Shi) T-LB a T-UB st dolny a
horny odhad od Thompsona (2000). AA je analytickd aproximadcia [14]. LN je
aproximacia pomocou Log-normalneho fitu, MC - je cena ziskana z MC simuldacie
(vid'. kapitola 4.2).
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Kapitola 3

Zhrnutie

Hlavnym prinosom tejto prace je odvodenie prvych dvoch momentov
nahodnej premennej A; v pripade vazeného aritmetického spriemerovania.
Taktiez uvddzame alternativny sposob odvodenia prvych dvoch momentov
Ar v pripade obycajného spriemerovania.

Aj ked’ presnost odvodeného aproximativneho explicitného vzorca na
cenu azijskej average rate opcie je postacujuca len pre malé hodnoty ¢ a
T, mame viziu vylepsit tento vzorec pouzitim generalized extreme value
rozdelenia.
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Kapitola 4
Prilohy

4.1 Monte-Carlo simulacia

%Vstupne parametre
sigma =0.5;r =0.15;T=2;E=1;5=1;
WVypocet
n=200;m = 100000;dt = T/n;
u = exp(sigma *sqrt(dt));
d = exp(-sigma *sqrt(dt));
p = (exp(r*dt)-d)/(u-d);
values=[];
for i = 1m
tresh = (( rand(1,n) < p )+0)*(u-d)+d; temp=0;
for j=1:n
temp = (temp+1)*tresh(j);
end
temp = (temp + 1)/(n+1); values(i)= temp;
end
a=r*T; b=2x(r+0.5*%sigma~2)*T;
format long
disp(’Prvy moment’)
mean (values)
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VzorecPrvyMoment = (exp(r*T)-1)/(r+*T)

disp(’Druhy moment’)

mean(values."2)

VzorecDruhyMoment = 2/(a)*( (exp(b)-exp(a))/(b-a)-(exp(b)-1)/(b) )
% Odhad hustory

hname = {’normal’ ’epanechnikov’ ’box’ ’triangle’,’lognormal fit’};
colors = {’r’ ’b’ ’g’ ’'m’};

for j=1:4
[f,x] = ksdensity(values, ’kernel’ hname{j});
hold on;
plot(x,f,colors{j});

end

legend (hname{:});

% Log-normal fit

phi = 2*log(VzorecPrvyMoment)-0.5%log(VzorecDruhyMoment)
chi = sqrt(log( VzorecDruhyMoment/VzorecPrvyMoment~2 ))
y=lognpdf (x,phi,chi’);

plot(x,y,’-x’)

hold off

4.2 Ocenenie azijskej opcie pomocou Monte Car-
lo simulacii

sigma =0.5;r =0.15;T=2;E=1;S5=1; %Vstupne parametre
n=200;m = 100000;dt = T/n; %Vypocet

u = exp(sigma *sqrt(dt));
d = exp(-sigma *sqrt(dt));
p = (exp(r*dt)-d)/(u-d);

values=[];
for i = 1:m
tresh = (( rand(1,n) < p )+0)*(u-d)+d; temp=0;

for j=1:n
temp = (temp+1)*tresh(j);
end
temp = (temp + 1)/(n+1); values(i)= temp;
end

index = S*values> E;
exp (-r*T)*1/m*sum( (S*values-E).*index)
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