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Abstrakt

Tato praca sa zaobera problémom stenového rankingového zafarbenia vrcholov
rovinnych grafov. Stenové rankingové =zafarbenie pre rovinny graf je odvo-
dené od rankingového zafarbenia grafu, teda takého zafarbenia vrcholov grafu,
ze na kazdej ceste s koncovymi vrcholmi rovnakej farby musi byt vrchol zafarbeny
vysSsou farbou. Pre stenové rankingové zafarbenie sa v rovinnom grafe tato pod-
mienka obmedzuje iba na stenové cesty. Najmens§i pocet farieb, pre ktory existuje
stenové rankingové zafarbenie rovinného grafu sa nazyva stenové rankingové ¢islo.
V préaci sa nachddzaja techniky ako konstruovat tento typ zafarbenia a taktiez
odhady stenového rankingového ¢isla vybranych typov rovinnych grafov. Cast prace

skiima stenové rankingové ¢islo konkrétnych rovinnych grafov.

Klacové slova: rovinny graf, stenové rankingové zafarbenie, stenové rankingové

¢islo

Abstract

Submitted thesis deals with problem of face ranking colouring of plane graphs.
Face ranking colouring of plane graphs is derived from ranking colouring. What is
such a vertex colouring, where on each path with ending vertices of the same colour,
must be a vertex coloured with a higher colour. For the face ranking colouring is
this condition limited only on face paths. The smallest number of the colours for
which there exists a face ranking colouring is called face ranking number. In this
thesis are presented techniques how to construct this kind of plane graphs vertex
colouring. There are also estimations of ranking numbers for special types of plane

graphs.

Key words: plane graph, face ranking colouring, face ranking number
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Uvod

Jedna z oblasti matematiky, ktora sa v ostatnom ¢ase velmi intenzivne rozvija,
je aj teodria grafov. Sem patria napriklad aj problémy tykajice sa zafarbenia
grafov. Jednym takymto typom zafarbenia je rankingové zafarbenie grafu, t.j. také
zafarbenie vrcholov grafu, ze pre kazdu cestu grafu s koncovymi vrcholmi rov-
nakej farby existuje na tejto ceste vrchol zafarbeny vysSou farbou. Niekedy je
potrebné odpovedat na otazku, aky je minimalny pocet farieb potrebny na zafarbe-
nie grafu. Minimélny pocet farieb potrebny na rankingové zafarbenie vrcholov grafu
G sa oznacuje x,(G). Vo vSeobecnosti zistit hodnotu x,.(G) je NP-uplny problém.
Rankingové ¢islo bolo pravdepodobne po prvykrat zavedené v pracia [13].

V triede planarnych grafov st tieto tvahy jednoduhsie, avSak situacia je
stale dostatocne zlozita. Vychadzajic z poznatkov o rankingovom zafarbeni grafov
obmedzime podmienky kladené na toto zafarbenie vzhladom ku stendm rovinného
grafu. Budeme preto skimat stenové rankingové zafarbenie rovinnych grafov, teda
také zafarbenie vrcholov rovinneho grafu, ze pre kazda stenovi cestu s koncovymi
vrcholmi rovnakej farby existuje na tejto stenovej ceste vrchol zafarbeny vyssou far-
bou. Pre dany rovinny graf GG sa pytame, aky je minimalny pocet farieb potrebnych
na stenové rankingové zafarbenie vrcholov. Toto ¢islo oznadujeme x4 (G).

Najprv uvedieme niekolko poznatkov o rankingovom zafarbeni jednoduchych
grafov ako st cesty a kruznice. Kratko porovname rankingové a stenové rankingové
zafarbenie. Uvedieme odhady pre niektoré jednoduché konstrukcie novych rovin-
nych grafov z rovinnych grafov s uz znamym ysg,. f)alej sa budeme venovat pres-
nému stanoveniu hodnoét x,.(G) pre pravidelné rovinné grafy, napriklad pre grafy
Platonskych mnohostenov a grafy Archimedovskych mnohostenov.

Aplikacie rankingového zafarbenia nachadzame aj v informatike a to pri VLSI
priestorovom usporiadani (skratka z anglického Very-Large-Scale Integration)

alebo aj pri paralelnej faktorizacii matic.



1 Zakladné pojmy a definicie

Teraz uvedieme pojmy a definicie, ktoré budeme potrebovat a pouzivat. Zak-
ladny pojem je pre nés graf. Pod grafom rozumieme usporiadant dvojicu mnozin
G = (V,E), kde V je konefna mnozina vrcholov a E je podmnoZina mnoZiny
Py (V') dvojprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoziny E sa nazyvaja hrany.
Nakreslenie grafu do roviny je zobrazenie vrcholov a hran do roviny také, ze kazdému
vrcholu v € V priradi nejaky bod roviny (krazok) B, a kazdej hrane e € E spéja-
jucej vrcholy u,v € V priradime oblik (jednoduchu krivku) spajajtci body B,, B,,
pricom ma platit, ze body roviny priradené roznym vrcholom s roézne, oblik sam
seba nepretina, obluky okrem svojich koncovych bodov neobsahuji Ziadne body
roviny, ktoré by zodpovedali nejakym vrcholom grafu.

Nakreslenie grafu a graf budeme stotoziovat. Ak pre graf existuje také nakresle-
nie, ze ziadne dve jeho hrany sa nepretinaji, hovorime, ze graf je planarny. Také
nakreslenie grafu, Ze ziadne dve jeho hrany sa nepretinaji, sa volad rovinny graf.
Nakreslenie rovinného grafu do roviny rozdeli ju na suvislé celky, ktoré nazveme
stenami grafu. Ak st dva vrcholy spojené hranou nazyvaji sa susedné vrcholy.
Postupnost vrcholov [vy,vs,...,v,| nazveme cesta, ak sa vrcholy v;,v;; susedné
prei € {1,2,...,n—1} a ziaden vrchol sa v tejto postupnosti nevyskytuje viackrat.
Pod dizkou cesty rozumieme pocet hran incidentnych s touto cestou. Uzavreti cestu
nazveme kruznica.

Rovinny graf G mozeme reprezentovat ako usporiadant trojicu mnozin
G = (V,E,F), kde V je mnoZina vrcholov grafu, £ je mnozina hran grafu a F je
mnozina stien grafu. Velkost alebo tiez stupen steny « rovinného grafu sa rozumie
dlzka najkratsieho uzavretého sledu obsahujuceho vietky hrany incidujice so ste-
nou «. Stupen steny « oznac¢ime deg(«). Stenova cesta na stene « je cesta chapana
ako postupnost hran iducich za sebou na stenovom slede steny a.

Farby budeme reprezentovat mnozinou ¢isel: C = {1,2,...,k}, k€ N, k > 1.
Vrcholovym zafarbenim nazveme zobrazenenie ¢ : V' — C. Graf je regularne zafar-
beny, ak kazdé dva jeho susedné vrcholy maju priradené rozne farby (c(u) # c(v)).
NajmenSie k, pre ktoré existuje regularne zafarbenie grafu GG, nazveme chromatické
¢islo grafu G a oznacime xo(G).

Pod rankingoviym k-zafarbenim vrcholov grafu G rozumieme zobrazeniet : V' — C

také, ze pre kazdu cestu P grafu G s koncovymi vrcholmi = a y, pre ktoré je
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t(x) = t(y), existuje na tejto ceste medzi vrcholmi z a y vrchol z taky,
ze t(z) > t(x) =t(y). Najmensia honota k, pre ktoru existuje rankingové k-zafarbenie
sa nazyva rankigové ¢islo. Oznac¢ime ho x,(G). (porovnaj s [6], [13])

Pre rovinny graf definujeme na zaklade rankingového zafarbenia stenové

rankingové zafarbenie vrcholov.

Definicia 1.1. Pod stenovym rankingoviym k-zafarbenim vrcholov rovinného grafu
G rozumieme zobrazenie t; : V — C také, ze kazdé dva vrcholy x a y leziace na tej
istej stene v, pre ktoré je vs(x) = t4(y), existuje na kazdej stenovej ceste medzi tymito
vrcholmi vrchol z, Ze t5(2) > t4(x) = ts(y). Najmensia hodnota k, pre ktort existuje

stenové rankingové k-zafarbenie nazveme stenové rankigové éislo a oznacime x4 (G).

Na popis rovinného grafu budeme c¢asto vyuzivat to, aké steny obsahuje.

Pre pravidelné mnohosteny, ktoré maja okolo kazdého vrchola rovnaké typy stien

je vhodny zéapis (dy,ds,...,d;)-mnohosten. Znamené to, Ze vrchol stupiia t in-
ciduje so stenami (31, s, . .., 3 stupiov dy,ds, . . ., d;, pricom kazda z dvojic 5;, 811,
prei=1,2,...,(t—1) a B, f1 ma spolo¢ni prave jednu hranu incidentnii s danym

vrcholom. Stupne stien v zapise st v takom poradi, v akom poradi sa nachadzaja

steny okolo vrchola.

Definicia 1.2. Nech « je stena grafu G incidentna s vrcholmi vy, v, ..., vy, pricom
v;, Vi1 Su susedné vrcholy (indexy sa pocitajiu vzhladom k modulo t). f)alej nech
prei € {1,2,...,t}jec; € {1,2,..., k} predstavuju farby. Postupnost (¢, ca, ..., ¢)
znamend, 7e pre i € {1,2,...,t} vrchol v; mé farbu ¢;. Tato postupnost nazveme

farebna postupnost (steny «).
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2 VSeobecné pozorovania rankingového zafarbenia

Uvedieme maly priklad ako rankingovo farbit. Na Obrdzku 1 je graf s vrcholmi
u,v,w, x,y, z a hranami {u, v}, {v,w}, {w,z}, {z,y}, {y,u}, {z,v}, {z,w}, {z 2},
{z,y}. Rankingové zafarbenie tohto grafu je napriklad zafarbenie t(u) = 1, t(v) = 2,
t(y) = 3, t(z) = 1, t(w) = 4, t(u) = 5. Vidiet Tahko 7e kazda cesta tohto grafu

s koncovymi vrcholmi rovnakej farby splita podmienku rankingového zafarbenia.

u 1

w X 4 5

Obr. 1: Ilustra¢ny priklad rankingového zafarbenia

Rankingové ¢islo nestuvislého grafu je rovnaké ako maximum z rankingovych ¢isel
komponentov grafu.

Xr(Ky) =n

X+(G) < n pre kazdy graf na n vrcholoch.

Rankingové zafarbenie tzko sivisi s cestou a kruznicou grafu. Poznatky o
rankingovom zafarbeni cesty a kruznice uz su zname a budeme ich d'alej ¢asto vyuzi-

vat, preto ich uvedieme podrobnejSie.

2.1 Rankingové zafarbenie cesty

Lema 2.1. Nech G = (V, E) je suvisly graf a nech ¢ je rankingové k-zafarbenie grafu

G. Potom G obsahuje najviac jeden vrchol x taky, Ze v(x) = k.

Doékaz. Nech G obsahuje aspon dva vrcholy zafarbené farbou k. Kedze je G suvisly,
existuje medzi tymito vrcholmi cesta, na ktorej musi byt vrchol zafarbeny farbou

vacsou ako k. O

Lema 2.2. Nech P je cesta na n vrcholoch. Potom na zafarbenie tejto cesty potre-

bujeme aspoti [logy(n + 1)] farieb. Navyse tdto hranica je dosiahnutelnd.

12



Dékaz. Polozme k = [logy(n + 1)], potom k& > logy(n + 1) > k — 1. Z toho
2k > gloga(ntl) » 9k=1 teda je n + 1 > 2871, preto je

n> 21 1.

Keby na zafarbenie cesty stacilo menej ako k farieb, najvyssia pouzita farba
by bola nanajvys (k—1). Z Lemy 2.1 je zrejme, Ze najvyssia farba moze byt pouZzita
nanajvys raz, teda prave na jeden vrchol. Odobratim toho vrchola sa cesta rozpadne
na dve kratsie cesty, na ktorych mozeme tuvahu zopakovat, preto na kazdej z tychto
dvoch kratsich ciest mozeme pouzit nanajvys raz farbu (k — 2), a tak dalej.

Teda farbu (k—1) pouZijeme najviac raz (t.j. 2°), farbu (k—2) pouZijeme najviac
dva razy (t.j. 2'), farbu (k — 3) pouZijeme najviac Styri razy (t.j. 22) a tak dalej,

a7 farbu 1 pouzijeme najviac (272) razy.
k=2

Takto vieme zafarbit najviac > 2° vrcholov.
i=1
i 2 3 k-2 _ 2k-1-1 k—1
;22 142422428 4. 422 =22 =21 ]

Vrcholov na ceste P je n. Zafarbit menej ako k farbami vieme nanajvys (2*7! — 1)
vrcholov, ale z vy&Sie uvedeného vieme, Ze vrcholov je viac ako (2871 —1). Dostali sme
sa do sporu z predpokladom, Ze najvyssia pouzita farba moze byt najviac (k — 1).
Ukazeme eSte, Ze tato hranica je dosiahnutelna. Nech P = [vq, vy, ..., v,] je nasa
cesta na n vrcholoch. To je kone¢né prirodzené c¢islo. Pre kazdé prirodzené cislo p
existuje k prirodzené, ze p < 2%, teda aj pre p = n. Pre kazdé ¢islo i € {1,2,...,n}

(mnoZina indexov vrcholov cesty P) existuje jeho zéapis v dvojkovej sustave v tvare:
i=ag 2"+ a2 +ag 22+ Fay- 28,

kde a; € {0,1} pre j=1,2,..., k. (Prei=1toje1=1-240-2' ...+ 0-2F)

Teraz zostrojime zafarbenie t pre cestu P:
v(v;)) =min{(j+1):a; #0,7 € {0,1,2,...,k}}.

Staci overit, ze ak na ceste P st vrcholy u,v zafarbené rovnakou farbou, tak je
medzi nimi vrchol w, ktory méa farbu vys§iu. Potom si len stac¢i uvedomit, ze kazdéa
kratgia ¢ast cesty P, s koncami rovnakej farby, tiez splita podmienky rankingového

zafarbenia. Nech teda u = v;, v = v;, # < j. Nech t(v;) = t(v;) = ¢+ 1. (Farba ¢+ 1

13



je pouzita aspon dvakrat. Ak najvyssia pouzitd farba je k + 1, tak tak z Lemy 2.1
vieme, ze to moze byt iba farba ¢ + 1 < k + 1.) Kedze v; a v; maja farbu ¢ + 1,
znamena to, Ze existuju koeficienty aey1, eyo, - .-y Gk, bet1, bet2, -, by € {0,1}
také, ze:

i =24 12T+ e 02T o 4 28
j — 9¢ + bc+12c+1 + bc+22c+2 4t kak

Z definicie zafarbenia v vyplyva, ze v dvojkovom zapise pre ¢ aj j st koeficenty
s indexom mensim ako index ¢ rovné nule. Ukazeme, Ze vzdialenost medzi vrcholmi
v; & vj Je aspon 2¢t1 Spocitajme rozdiel:
i = (20 b1 2T b 922 e B2 — (294 1 27T 222 - -+ 28) =
= (bet1 — Aer1)2T+ (beyn — Aei2)2T24 -+ + (b — ag)2F. KedZe i < j, tak existuje
aspon jeden nenulovy koeficient (b, —a;) = 1, pre nejaké [ € {(c+1), (c+2),...,k}.
Potom j —i > min{(b; — a;)2' : (b — ;) # 0,1 € {(c+1),(c+2),...,k}} > 2¢F1
Z toho uz vyplyva: j > i + 2¢T1,
Uvazujme teraz ¢islo m = i + 2° = (2° + aey 12704+ aey02t24+ oo + ap2F) + 2¢ =
= (@ey1 + 12+ e 02¢724 -+ + ai2%. Z toho zapisu vidiet, Ze dvojkovy zapis
¢isla m ma koeficienty pri ¢lenoch 2!, 1 € {0,1,...,c} rovné nule. Nagli sme teda
vrchol w = v,,, ktory je na ceste P medzi vrcholmi u, v a je zafarbeny aspon farbou
c+ 2, ¢o je vyssia farba ako ¢+ 1.

Ak t je najvysSia pouzitd farba na ceste P, tak tato cesta obsahuje nanajvys
2t=1 4+ (271 — 1) vrcholov, lebo na cestu s 2! vrcholmi uZ je pouZita aj farba t + 1.
Cesta P obsahuje tieZ viac ako (2~ —1) vrcholov, lebo této farba je najskor pouZita

pre vrchol 2!=1. Preto plati:
2t 2t ) =2 —1>n>2"1 1
Z toho po malych tupravach dostavame:
28 >n+4+1>2"0
Ttuto nerovnost zlogaritmujeme pri zaklade 2 a dostavame:
t >logy(n+1)>t—1.

Ked7e t je celé ¢islo, tak mozeme zapisat [logy(n+1)] =t a to je presne t = k. [
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2.2 Rankingové zafarbenie kruznice

Lema 2.3. Nech C = (V,E) je kruznica dizky aspori 4 a nech t je rankingové
k-zafarbenie kruznice C'. Potom C obsahuje najviac jeden vrchol w € V' takyj, Ze raz
je pouZitd farba k = v(u) a najviac jeden vrchol v € V' taky, Ze je raz pouZitd farba

k—1=rt(v).

Dékaz. 7 predchadzajiucej Lemy 2.1 vieme, 7e farba k je pouzitd najviac raz.
Nech st v8etky farby 1,2,...,(k — 1) pozZité aspon dvakrat. Kedze je C' kruZnica,
existuju medzi dvoma réznymi nesusednymi vrcholmi prave dve disjunktné cesty,
teda aj medzi dvoma vrcholmi zafarbenymi farbou £ — 1. Na kazdej z dvoch ciest
musi byt vrchol zafarbeny farbou vécSou ako k£ — 1. AvSak farbou k£ nemoézu byt

zafarbené dva rozne vrcholy. O]
Lema 2.4. Nech C, je kruznica dizky n > 3. Potom x,(C,) = 1 + [logy(n)].

Dékaz. Kruznica C,, obsahuje n vrcholov. Polozme k = 1 + [log, n], potom
k>1+log,n >k —1.

Z toho k —1 > log,n > k — 2, nasledne potom 281 > 2log2n > 92k=2 Teda n > 282,

Keby na zafarbenie kruznice stacilo menej ako k farieb, najvyssia pouzita farba
by bola nanajvys (k—1). Z Lemy 2.3 je zrejme, 7e najvyssia farba moze byt pouzita
nanajvys raz a druhd najvysSia farba tiez raz. Odobratim vrcholov zafarbenych
tymito farbami sa kruznica rozpadne na dve cesty. Vrcholy na nich st zafarbené tak,
7e farba (k — 3) sa pouZije spolu najviac dva razy (t.j. 2'), farba (k — 4) sa pouZije
najviac §tyri razy (t.j. 2%) a tak kd’alej, a7 farbu 1 pouzijeme najviac (2873) razy.

-3

Takto vieme zafarbit najviac 2 + > 2¢ vrcholov.
i=1

k—3

24 S V=141 42+ 22+ 2P 422 =1 L2l = ok g = 9k2
=1

Vrcholov je m. Zafarbif menej ako k farbami vieme nanajvys (2%72) vrcholov,
ale z vySie uvedeného vieme, Ze vrcholov je viac ako (2%72). Dostali sme sa do

sporu z predpokladom, Ze najvyssia pouzita farba moze byt najviac (k — 1).
Ukézeme este ako zafarbif kruznicu k farbami. Odoberme jeden vrchol x

a s nim incidentné hrany z kruznice C. Vznikne tak cesta dlzky n — 2 obsahu-

juca n — 1 vrcholov, ktort vieme podla Lemy 2.2 zafarbit [log,((n — 1) +1)] =
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= [log,n] = k — 1 farbami. Vietky cesty na C, ktoré neobsahuji vrchol z splhajt
podmienku rankingového zafarbenia . Odobraty vrchol zafarbime farbou, ktort sme
eSte nepouzili a to vysSou od vSetkych pouzitych, teda farbou k. Teraz vsetky cesty,

ktoré obsahuju vrchol z, spliiaju podmienku rankingového zafarbenia trividlne. [
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3 Stenové rankingové zafarbenie

V dalsom budeme skiumat stenové rankingové zafarbenie na planarnych grafoch.
Splnenie rankingovej podmienky budeme pozadovat iba na stenovych cestach.
Je potrebné este spomentt, ze stenové rankingové zafarbenie cesty a kruznice je
to isté ako rankingové zafarbenie cesty a kruznice. Lema 2.1 pre verziu stenového
rankingového zafarbenia trojsavislych rovinnych grafov nemoze platit, lebo neuvazu-
jeme vSetky cesty grafu. Da sa vyslovit pre graf cesty.

Uvedieme maly priklad stenového rankingového zafarbenia. Na Obrdzku 2 je
graf s vrcholmi u,v,w,z,y,z a hranami {u,v}, {v,w}, {w,z}, {z,y}, {y,u},
{z,v}, {z,w}, {z,2}, {z,y}. Stenové rankingové zafarbenie tohto grafu je napri-
klad zafarbenie ts(u) = 1, ts(v) = 2, t5(y) = 3, ts(2) = 1, ts(w) = 4, vs(u) = 2.
Vidiet I'ahko, 7ze kazda stenova cesta tohto grafu s koncovymi vrcholmi rovnakej farby
spliia podmienku stenového rankingového zafarbenia. V porovnani s rankingovym
zafarbenim na Obrdzku 1, teraz cesta [v, z, 7] nespliia podmienku rankingového za-
farbenia, ale kedZe sa nejednd o stenovi cestu podmienky stenového rankingového

zafarbenia su splnené.

w X 4 2

Obr. 2: [lustra¢ny priklad stenového rankingového zafarbenia

3.1 Odhady pre rovinné grafy
Veta 3.1. Nech G je (rovinng) graf. Potom

(Xsr(G) <)X (G) < V] = ko(G) + 1,
kde ko(G) je éislo vrcholovej nezdvislosti.

Dékaz. Vezmime nezévislu mnozinu vrcholov grafu G. Tymto vrcholom dame
farbu 1. Ostatnym vrcholom dame rozne farby. Takéto zafarbenie spliia podmienky

rankingového zafarbenia, lebo na kazdej ceste s koncovymi vrcholmi rovnakej farby,
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¢ize farby 1, sa nachadza nejaky vrchol vyssej farby. V pripade ak uvazujeme rovinny

graf je toto zafarbenie zaroven aj stenovym rankingovym zafarbenim. O
Veta 3.2. Nech G je rovinnd trianguldcia. Potom X (G) = xo(G).

Doékaz. V rovinnej triangulacii G si vSetky steny trojuholniky. Kedze G je rovinny
graf, tak podla Vety o Styroch farbdch je na regularne zafarbenie ¢ grafu G potrebné
pouzit najviac Styri farby. V reguldrnom zafarbeni ¢ st vrcholy incidentné s nejakou
trojuholnikovou stenou zafarbené kazdy inou farbou, lebo dva susedné vrcholy musia
mat farbu roznu. Stenova cesta v rovinnej triangulécii obsahuje najviac 3 vrcholy,
pricom kazdy vrchol na takej ceste ma inu farbu. Za stenové rankingové zafarbenie
t, grafu G stac¢i zobrat regularne zafarbenie ¢. Podmienky stenového rankingového

zafarbenia st potom pre G splnené trivialne. O

Veta 3.3. Nech G = (V, E, F) je rovinng graf a A* je mazimdlny stenovy stuper
grafu G. Potom 1 + [logy(A*)] < xsr(G).

Dékaz. Uvazujme steny aq, as, ..., o grafu G a nech BUNV deg.(aq) = A*. Nech
stena «; inciduje so stenovou kruznicou dizky A*, na ktort je podla Lemy 2.4
potrebné pouZit minimalne 1 + [log, A*| farieb. Preto aj na stenové rankingové

zafarbenie celého grafu G potrebujeme pouzit najmenej tolko farieb.
O

Vyuzijeme pre porovnanie pojem cyklické chromatické ¢islo pouzity v ¢lanku [5].
Cyklické chromatické ¢islo x.(G) 2-suvislého rovinného grafu G je minimélny pocet
farieb priradeny vrcholom grafu G, kde kazdé dva vrcholy incidentné s tou istou
stenou maju réznu farbu.

Lahko vidiet, Ze pre kazdy dvojsavisly roviny graf G plati:
Xsr(G) < Xe(G).

Vyuzitim tohto pozorovania a vysledkov v ¢lankoch [8], [9], [10], [15] ziskame

nasledujtice tvrdenie.

Veta 3.4. Nech G je dvojsivisly rovinng graf a A* mazimdlny stenovy stuperi. Potom

(i) xsr(G) < [357].
(i1) Ak je G trojsuvisly, tak

Xsr(G) < A"+ 1, pre A* > 60,
Yor (G) < A% +2, pre A* > 18.
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3.2 Jednoduché transformacie rovinnych grafov

Z rovinného grafu vieme jednoduchymi konsrukciami ziskat nové rovinné grafy.

Na Obrdazku 3 je znazorneny princip troch takychto konstrukeii.

Obr. 3: Tri sposoby rozsirenia grafu

a-transformacia: Odseknutie vrchola (Pozri Obrdzok 3 graf G;.)
Ku kazdej spoluincidujtcej dvojici (v, e) (vrchol, hrana) grafu G pridame novy vrchol
v' grafu G'. Hranou su spojené také dva vrcholy v}, v € V(G'), ktoré su pridané bud
dvojiciam (vy, €), (ve, ) pricom e = {vy,v9} alebo dvojiciam (v, ey) (v, e3), kde ey, €3
st icidentné so spolo¢nou stenou grafu G.

Tak je vrchol stupha d grafu G nahradeny v G’ stenou, ktord je d-uholnikom
a n-uholnikova stena v grafe G je nahradena v G’ 2n-uholnikovou stenou, pri¢om dve

povodne susedné steny v grafe GG ostanu po nahradeni nad’alej susedné.
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pB-transformacia: Odseknutie vrcholov a hrdan (Pozri Obrdzok 3 graf Gs.)
Ku kazdej spoluincidujicej dvojici (v, ) (vrchol - stena) grafu G pridame novy
vrchol ¢ grafu G’. Hranou st spojené také dva vrcholy v}, v, € V(G'), ktoré su
pridané bud dvojiciam (vq, ), (vg, @), kde vy, vy st susedné v G alebo dvojiciam
(v,0q), (v, a9), kde aq, g st susedné steny v G.

Tak je vrchol stupna d grafu G nahradeny v G’ d-uholnikovou stenou, hrana grafu
G je nahradena v G’ 4-uholnikovou stenou, dvojica susednych stien n-uholnikova
stena (o) a k-uholnikova stena (ap) v grafe G je nahradena v G’ dvojicou stien
n-uholnikova stena a k-uholnikovi stena, ktord je oddelena trojicou stien a to
d,-uholnikovou, 4-uholnikovou, d,-uholnikovou stenou, kde {u,v} je hrana inci-
dentnd s oboma stenami oy, oy a dy, d, st stupne vrcholov u a v koncov tejto
hrany v G.

v-transformacia: Nahradenie hran 6-uholnikmi (Pozri Obrdzok 3 graf Gs.)
Ku kazdej spoluincidujicej dvojici (v, «) (vrchol - stena) grafu G pridame novy
vrchol v' grafu G’, pricom kazdy vrchol grafu G je vrchol grafu G’'. Hranou su spojené
také dva vrcholy v}, vy € V(G'), ktoré st pridané bud dvojiciam (v1«), (ve, ) pri¢com
v1, vy st susedné v G alebo v] je priradeny k dvojici (vy, 1) a v = vy.

Tak je v G dvojica susednych stien k-uholnikova stena, n-uholnikova stena
nahradena v G’ dvojicou k-uholnikova stena, n-uholnikova stena, ktora je oddelena

6-uholnikovou stenou.

Lema 3.5. Nech G = {V, E, F'} je d-requldrny rovinng graf a pozndme jeho stenové
rankingové ¢islo Xs-(G). Potom pre rovinng graf G' = {V',E', F'}, ktory vznikol
z G a-transformdciou alebo G-transformdciou plati:  x&(G') < d - x5 (G)

Dékaz. Nech G je rankingovo zafarbeny farbami z mnoziny {1,2,...,k}, pricom
k= xar(G).

Pripad 1: Nech G’ vznikol z G a-transformaciou. Kazdému vrcholu v € V(G)
pripada prave d vrcholov z V(G’) zodpovedajicich spoluincidujucim dvojiciam
(u,e1), (u,ea), ..., (u,eq). Zrejme |V (G")| =d - |V(G)|.

Skon§truujeme zafarbenie ¢ grafu G’. Ak bol vrchol v € V(G) zafarbeny farbou
Jj€{1,2,... k}, tak na zafarbenie vrcholov vy, vs,,...,v4, € V(G'), ktoré v grafe
G zodpovedaju spoluincidujicim dvojiciam prislusSnym vrcholu u, pouzijeme farby
{j—Dd+1, (j—1)d+2,...,(j —1)d+d = jd}, na kazdy vrchol int farbu. Zrejme
najvyssia pouzita farba bude k - d = x,(G) - d.
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Teraz overime, 7e toto zafarbenie spliia podmienky na neho kladené. Kazdému
vrcholu u € V(G) zodpoveda jedna stena 3 € F(G') stupia d také, ze vrcholy s touto
stenou incidujice zodpovedaju, pre i € {1,2,...,d}, spoluincidujicim dvojiciam
(u,e;). Tieto vrcholy maju kazdy int farbu. Teda steny zodpovedajice vrcholom
z G spliiaju podmienky kladené na stenové rankingové zafarbenie trivialne.

Nech V(¥) je mnozina vrcholov incidentnych so stenou 9 € F(G). Kazdy
u € V(¥) pokryva prave dve hrany s touto stenou incidentné. Teda existuju prave dve
spoluincidujiice dvojice (u,eq), (u,ez), ktoré prispievaju vrcholmi stene ¥ € F(G).
Z kazdej steny ¥ € F(G) vznikne stena 9" € F(G’') dvojnasobného stupia.

Vezmime 7 grafu G’ Tubovolnii stenovi cestu t.j. P, = [vy,,v],, 05,05, ..., 0, ],

/ _ / / / /
resp. Py, = [v],,v5,05,...,0,],

i € {1,2} . Pretoze vrcholy vj a v}
pre j € {1,2,...,p} vznikli zo spoluincidujicich dvojic (uj,e;) a (uj, ez), kde
e1,ez s hrany cesty incidentné s vrcholom w;, tak ceste Pj; aj Pj;, na stene
v povodnom grafe G zodpoveda cesta P = [ug,ug,...,u,). Ak sa na ceste P’
nachadzaja dva vrcholy v/, w’ rovnakej farby, znamena to Ze v poévodnom grafe
st im zodpovedajuce vrcholy rovnakej farby. Nemoze sa stat, ze tieto dva vrcholy
zodpovedaji nejakému jednému vrcholu z povodneho grafu, lebo takym vrcholom
sme dali farby rozne. Povodny graf sme mali rankingovo zafarbeny, preto je
na stenovej ceste P medzi tymito dvoma vrcholmi nejaky vrchol zafarbeny vyssou

farbou. Tento vrchol zodpovedéa dvojici vrcholov na ceste P’ a tie, podla toho ako

sme navrhli zafarbenie, maju farby rozne a vyssie ako farby vrcholov v/, w'.

Pripad 2: Nech G’ vznikol z G p[-transforméciou. Kazdému vrcholu v € V
zodpoveda prave d vrcholov z V' zodpovedajicich spoluincidujucim dvojiciam
(u, V1), (u,Vs), ..., (u,¥y), kde 91,09, ...,y st steny G. Zrejme |V'| =d - |V|.

Tak ako v predo$lom pripade skonStruujeme zafarbenie ¢ pre G'. Ak bol v grafe
G vrchol u € V zafarbeny farbou j € {1,2,... k}, tak na zafarbenie vrcholov
vy, V2, ..., 0q, € V', ktoré v grafe G zodpovedaju spoluincidujicim dvojiciam pris-
lusnym vrcholu u, pouzijeme farby {(j — 1)d + 1, (j — 1)d + 2,...,jd}, na kazdy
vrchol ina farbu. Najvyssia pouzita farba bude k - d = x4, (G) - d.

Overime, 7Ze toto zafarbenie spliia podmienky stenového rankingového zafarbe-
nia. Kazdému vrcholu u € V zodpoveda jedna stena ' € F(G’) stupna d taka,
ze vrcholy s touto stenou incidujice zodpovedaju spoluincidujicim dvojiciam (u, ¥;),

pre ¥; € F(G), i € {1,2,...,d} . Tieto vrcholy maju kazdy ina farbu. Teda steny
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zodpovedajice vrcholom z V(G) spliaji podmienku stenového rankingového zafar-
benia trividlne.

Nech e = {uj,us} € E(G) a ¥1,¥92 € F(G) st susedné steny incidentné
s touto hranou e. Koncom tejto hrany zodpovedaju spoluincidujice dvojice (uq, ),
(u1,¥2), (uz,%1), (uz,¥3). Tymto spoluincidujiucim dvojiciam v G’ odpovedaju
vrcholy v}, Vg, vy, Vyy. Z [-transformécie dostavame, Ze [v] 1, v] 4, V5 1, V95 je
v G’ stena stupna 4. V G boli vrcholy u; a uy zafarbené roznymi farbami lebo st
susedné. Preto teda aj vrcholy v, v],, vy, v5, podla definicie ¢ st zafarbené
roznymi farbami.

Nech V(9) je mnozina vrcholov incidentnych so stenou 9 € F(G). Kazdy
u € V(9) tvori s touto stenou prave jednu spoluincidujicu dvojicu. Vrcholy zod-
povedajice tymto dvojiciam tvoria stenu ' € F(G'). Z kazdej steny ¢ € F(QG)
vznikne stena 0" € F(G’) rovnakého supna.

Vezmime [ubovolnt stenovi cestu P’ = [v},vy,...,v;] grafu G'. Pretoze
pre j € {1,2,...,p} vrcholy v vznikli zo spoluincidujicich dvojic (u;,?), tak ceste
P’ na stene ¥ povodného grafu G zodpoveda cesta P = [uy, us,...,u,|. Ak sa na
ceste P’ nachadzaju dva vrcholy v/, w’ rovnakej farby, znamena to, ze v povodnom
grafe st im zodpovedajuce vrcholy rovnakej farby. Povodny graf sme mali rankingovo
zafarbeny, preto je na ceste P medzi tymi dvoma vrcholmi nejaky vrchol x zafarbeny
vysSou farbou. Tento vrchol zodpoveda nejakému vrcholu z’, ktory je na ceste P’
medzi v" a w’, preto tento vrchol, podla toho ako sme navrhli zafarbenie, mé farbu

vyssiu ako vrcholy v/, w'. O

Lema nam pomoze ur¢it horny odhad pre niektoré triedy grafov. Téato hranica
sa pre konkrétny graf z danej triedy moze dat individuédlne zlepsit. Pre horné
ohranicenie stenového rankingového ¢isla grafu G’ z takejto triedy mozeme zvolit
mensie z ¢isel (2 + A*) a (d - xs(G)), kde A* je maximélny stenovy stupen
a d je stupen vrcholov zo znenia predoslej Lemy. Namiesto d-reguldrneho grafu G
so znamym X (G) modzeme uvazovat namiesto d maximalny stupen vrcholov A(G).

Moze sa v8ak stat, Ze uvazujeme zbyto¢ne vela farieb.

Lema 3.6. Nech G = {V, E,F'} je rovinng graf a nech pozndme jeho chromatické
¢islo xo(G) a aj stenové rankingové ¢islo xs(G) = k. Nech rovinng graf G' = ~v(G)
vznikol z G ~y-transformdciou. Potom plati: x5 (G') < xsr(G) + x0(G).
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Dékaz. 7 vety o 4 farbach vieme, Zze xo(G) < 4. Nech t, je stenové rankingové
zafarbenie grafu G pomocou k farieb a ¢ regularne zafarbenie grafu G' (najviac vsak
4 farbami). Pomocou tychto zafarbeni zostrojime zafarbenie ¢ grafu G'.

Ak v € V(G') \ V(G), teda v' zodpoveda nejakej spoluicidujicej dvojici (v, 9),
kde v je vrchol a ¥ je stena grafu G, tak ¢(v') := t4(v).

Ak v € V(G') N V(G), tak v zafarbeni grafu G’ polozime ¢(v) := ¢(v) + k.
Susedné vrcholy povodného grafu G inciduja v G’ iba so 6-uholnikovymi stenami,
pricom v grafe G’ stt nesusedné a nemaju ani navzajom spolo¢nych susedov. PretoZe
v takejto 6-uholnikovej stene maju vrcholy z povodného grafu rozne farby a vyssie
ako ostatné styri vrcholy tejto steny, si podmienky pre stenové rankingové zafarbe-
nie splnené. Ostatné steny grafu G’ prebrali zafarbenie grafu G, preto tiez splhaju

podmienky stenového rankingového zafarbenia. O]
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4  Grafy Platonskych mnohostenov a ich stenové

rankingové zafarbenie

Platonske grafy sa také 3-stuvislé rovinné grafy, ktorych kazdy vrchol ma ten isty
stupeni a aj kazda stena ma ten isty stupeii. Do mnoziny platonskych grafov patri 5

grafov. Su to grafy:
1. Stvorstena (alebo ekvivalentne tetraédra, t.j. graf (3,3,3)-mnohostena),
2. osemstena (oktaédra, t.j. graf (3,3,3,3)-mnohostena),
3. dvadsatstena (ikosaédra, t.j. graf (3,3,3,3,3)-mnohostena),
4. kocky (hexaédra, t.j. graf (4,4,4)-mnohostena),

5. dvanaststena (dodekaédra, t.j. graf (5,5,5)-mnohostena).

4.1 Stvorsten

Stvorsten je uplny graf zo Styroch vrcholov, tak je zrejmé, ze kazdy vrchol musi

mat ina farbu. (Pozri Obrdzok 4.)

Obr. 4: Graf Stvorstena, stenové rankingové zafarbennie 4 farbami

Veta 4.1. Stenové rankingové cislo Stvorstena je 4.

Dékaz. Medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu $tvorstena existuje stenova cesta zod-
povedajica prave jednej hrane. Preto ziadne dva vrcholy nem6zu mat rovnaku farbu.

Graf Stvorstena je navySe uplny graf, preto jeho stenové rankingové ¢islo je 4. [
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4.2 (Osemsten

Graf osemstena pozostdva z Osmich stien stupna 3 a Siestich vrcholov

stupna 4. Definujeme ho jednoducho pomocou jeho vrcholovej a hranovej mnoziny.

v = {a7 b7 C? al? bl? Cl}? E = {{"'E7 y};aj e {a7 b? C}7y e V \ {I/}}.

3

Obr. 5: Graf osemstena, stenové rankingové zafarbennie 3 farbami

Veta 4.2. Stenové rankingové c¢islo osemstena je 3.

Dékaz. Kedze steny si trojuholniky, nutne potrebujeme aspon tri farby.
Ak vezmeme zafarbenie ¢(z) = ¢(2'); © € {a,b,c} také, ze vrcholom a,b,c ddme
rozne farby, tak méme pre osemsten stenové rankingové zafarbenie 3 farbami,

tak ako to vidiet na Obrdzku 5. O

4.3 Dvadsatsten

Graf dvadsatstena pozostava z dvadsiatich stien stupiia 3 a dvanastich vrcholov

stupna 5.
Veta 4.3. Stenové rankingové cislo dvadsatstena je 4.

Dokaz. Lahko vidiet, Ze dvadsatsten nie je mozné zafarbit tromi farbami. PouZijeme
oznacenie vrcholov z Obrdzka 6 vlavo. Predpokladajme, Ze tento graf sa da zafarbit
tromi farbami. Graf je symetricky, tak BUNV vrcholy vonkajSej trojuholnikove;j
steny maji nasledujtce farby: vs(u;) = 1, ts(v1) = 2, ts(wy) = 3. Potom nutne
ts(wg) = 3, ts(uz) = 2, t5(ve) = 1. Dostali sme sa k tomu, Ze vrchol ws susedi

s tromi vrcholmi roznej farby a je nutné pouzit stvrtu farbu.
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Obr. 6: Graf dvadsatstena, stenové rankingové zafarbennie 4 farbami

Tiez je jednoduché ukazat zafarbenie Styrmi farbami ako to vidiet napriklad
na Obrdzku 6 vpravo. Stadi vrcholom priradit farby nasledovne: ¢(uq) = 1, ¢(uz) = 2,
Pluz) = 3, ¢(us) = 4 (1) = 2, d(v2) = 1, d(vz) = 1, d(va) = 4, d(w1) = 3,
d(wa) = 2, p(ws) = 4, d(ws) = 3. O

4.4 Kocka

Graf kocky obsahuje Sest 4-uholnikovych stien a osem vrcholov stupina 3.
Mnozinu vrcholov kocky ozna¢me V' = {a,b,c,d,a’,b',c,d'}. Vzhladom na V je
definovand mnozina hran F = {{a, b}, {b,c}, {c,d}, {d,a}, {a', '}, {V/,}, {¢,d'},
{d,d'}, {a,a'}, {b,V'}, {c,d}, {d,d'}}.

Obr. 7: Graf kocky, stenové rankingové zafarbenie 4 farbami
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Veta 4.4. Stenové rankingové cislo kocky je 4.

Doékaz. Kocka sa da zafarbit stenovym rankingovym zafarbenim pomocou §ty-
roch farieb tak, ako to je na Obrdzku 7. Vyjadruje to nasledujice zobrazenie ¢,
kde ¢(a) = 1, ¢(b) = 2, ¢(c) = 3, ¢(d) = 4, ¢(a) = 3, (V') = 4, ¢(¢) = 2,
o(d) =1

Teraz ukazeme, ze graf kocky nie je mozné stenovo rankingovo zafarbif tromi
farbami. BUNV nech t4(a) = 1. potom nutne ts(b) # ts(c). Tak nech t4(b) = 2 a
ts(c) = 3. Nemoze byt b’ zafarbené farbou 3, lebo by sme nevedeli zafarbit o', tak &

nech mé farbu 1. Potom nutne o’ je 3, ale to nie je mozné koli stene [a,d’,d,d']. O

4.5 Dvanaststen

Graf dvanaststena obsahuje dvanast 5-uholnikovych stien a dvadsat vrcholov

stupna 3.

Obr. 8: Graf dvanaststena, stenové rankingové zafarbenie 4 farbami

Veta 4.5. Stenové rankingové c¢islo dvandststena je 4.

Doékaz. Pretoze steny su patuholniky a obsahuju stenovia kruznicu dizky 5, tak podla
Lemy 2.4 je na zafarbenie dvanaststena potrebé pouzit minimélne 4 farby.
Stenové rankingové zafarbenie Styrmi farbami dvanéststena zostrojime

ako na Obrdzku 8. O
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5 Stenové rankingové =zafarbenie zovSeobecneni

Platonskych grafov

Zovseobecnenia grafov Platonskych mnohostenov mozeme dosiahnut zafixovanim
dvoch vhodnych vrcholov a popridavanim stien alebo aj zafixovanim dvoch vhodnych
stien a popridavanim stien, pripadne zafixovanim neincidentnej kombindacie vrchol

stena. Vzniknuté grafy ostavaju rovinné.

5.1 ZovSeobecneny Stvorsten

Z grafu Stvorstena dostaneme nové grafy tak, ze fixujeme (stredovy) vrchol
a (vonkajsiu) kruznicu ( ta neinciduje s vybranym vrcholom). Na kruznicu zobrazime
n > 2 vrcholov a pospajame ich so stredovym vrcholom. Vznikne graf n-bokej pyra-
midy, v ktorom je uprostred vrchol stupna n. Ostatné vrcholy si stuptia tri. Steny
vnutri grafu st stupia tri, vonkajsia stena je stupna n. Graf, ktory vznikne takymto

zovSeobecnenim oznac¢ime R,,. Plati nasledujice tvrdenie.

Obr. 9: Graf zovSeobcnenia Stvorstena

Veta 5.1. Nech pre n > 2 je R,, graf n-bokej pyramidy. Potom plati:
Xsr(Rn) = 2+ [logy n].

Doékaz. Graf R, obsahuje stenovi kruznicu dizky n. Podla Lemy 2./ na jej zafarbenie
potrebujeme f = 1+ [log, n| farieb. Stredovy vrchol stupiia n nemoze byt zafarbeny
ziadnou z farieb {1,2,..., f}, lebo susedi s vrcholmi tychto farieb. Staci, aby bol
tento vrchol zafarbeny vysSou farbou ako f a bude tento graf splhat podmienky

stenového rankingového zafarbenia. ]
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5.2 ZovSeobecneny osemsten - Antiprizma

Zafixovanim dvoch nesusednych stien osemstena ziskame zovSeobecnenim graf
antiprizmy.

Ozna¢me n-boku antiprizmu A, (3,3, 3, n)-mnohosten, n > 3, ktora je definovana
nasledovne: Graf pozostava z mnoziny vrcholov V' = {aj,as,...,a,,b1,b2...,b,}
a mnoziny hran E = {{a;,a;41} U {b;j,biy1} U {a;, b} U{a;,bioi},i = 1,...,n
(indexy st poc¢itané modulo n). MnoZinu stien A, tvoria dve n-uholnikové steny

a=lay,...,a,] a 8 =[by,...,b,| a2n 3-uholnikovych stien.

Obr. 10: Graf antiprizmy

Veta 5.2. Nech A, je n-bokd antiprizma, n > 3. Potom plati:

1+ [logyn] < xer(An) < 4+ logy(| 5] + 1)].
Dokaz. Pre n = 3 je Az graf osemstena, ten uz mame popisany v predoslej ¢asti.

Dolné hranica stenového rankingového zafarbenia pre A,, n > 3, je podla
Lemy 2.4 zrejma z toho, Ze graf obsahuje stenovii kruznicu dizky n.

Na ukéznie hornej hranice skonStruujeme zafarbenie ¢ pomocou k farieb.
Ozna¢me p = |5 a nech k = 4 + [logy(p + 1)]. Ako pomocku pouZijeme
rankingové zafarbenie grafu cesty P = [uy,ua,...,u,), pricom P; je nejaka
TubovoIna p-vrcholova cesta. Na zafarbenie cesty P, podla Lemy 2.2 potrebujeme
f = [logy(p + 1)] farieb. Zrejme k = f + 4. Nech ¢ je rankingové zafarbenie cesty

P, pomocou f farieb. Zobrazenie ¢ definujeme nasledovne:
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L ¢(an) = o(b1) = k

2. ¢(a;) = ¢(biy1) = h, ak i = h (mod 4), pre h € {1,2,3}
3. d(ag;) = d(baji1) =3+ p(w;), pre j € {1,2,...,p}

Teda vrcholy a4, bajr1, j € {1,2,...,p} st zafarbené tak, ako keby boli vrcholmi
cesty Pj, pricom st pouzité farby z mnoZiny {4,5,...,(f + 3)}. Farba k méa byt
najvyssia pouzita farba. Chceme aby 3 + f < k. To plati, lebo k = f + 4.

Ukézeme eSte, ze k farieb je aspon tolko ako je dolna hranica.
k=44 [logg| 7]+ 1] > 4+ [logy[§1] > 4 +logy § > logy 16 + (logy n — logy 4) =
= log, £ + logy n > log, 4 + logyn > 1+ log,n

Potrebujeme teraz ukéazat, Ze zafarbenie ¢ splia podmienky stenového

rankingového zafarbenia.
Steny « a § maju zafarbené vrcholy rovnakou postupnostou farieb (cy,co, ..., ),
¢ € {1,2,...,k} pre i € {1,2,...,n}, len s posunutim presne o dva vrcholy.
Uvazujme teda stenu a. Ak stenova cesta steny a obsahuje vrchol a,, ktory nie
je jej koncovym vrcholom, tak splia podmienky stenového rankingového zafarbe-
nia, lebo ¢(a,) = k je najvyssia pouzita farba a na vrcholoch tejto steny iba raz.
Vezmime teda nejakua stenovu cestu P = [a;, i1, . . ., a;] steny o, kde 1 <i < j <mn,
ktora neobsahuje vrchol a,. Nech a,,, a; st vrcholy na tejto ceste P také, Ze su za-
farbené rovnakou farbou ¢ € {1,2,...,(k —1)}.

Nech ¢ € {1,2,3}. Potom existuje vrchol as.; medzi vrcholmi a,,, a; taky, ze
c< 3 <3+ @(us) = ¢(a4-s)'

Nech 3 < ¢ < k. Potom je m = ¢t = 0 ( mod4 ). Teda existuju
m',t e {1,2,..., %]}, Zem = 4-m' at =4t pricom c = ¢(an) = o(ar),
ale tiez ¢ = 3+ p(uy) = 3 4+ w(uy). Vrcholy u,,, uy st vrcholy cesty Pp, ktora je

rankingovo zafarbend, preto medzi nimi existuje vrchol uy taky, ze plati:
m <s <t
P(un) = p(uy) < p(ug).

VzhIadom k tomu ako sme vytvorili zafarbenie ¢ pre graf A, existuje vrchol a4.¢

na ceste P medzi vrcholmi a,,, a; taky, ze plati:

Pass) =3+ p(uy) > 3+ o(um) = 3+ p(uy) = c.
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Podmienky stenového rankingového zafarbenia spliiaju Tubovolné dva vrcholy
rovnakej farby na tej istej stenovej ceste a tiez stenové rankingové zafarbenie je
splnené pre nejaku Iubovolni stenovi cestu P steny a. Preto kazda stenova cesta
steny « splita podmienky stenového rankingového zafarbenia.

Na stene (3 je situdcia rovnaka az na posunutie indexov, presnejsie vrcholy zod-
povedajucej si farby zo steny o a 3 st viazané vztahom ¢(b;) = ¢(a;—1) (indexy si
poc¢itané modulo n), potrebujeme pre v8etky vrcholy by, bs, ..., b, zo steny [.

f)alej graf A, obsahuje este 3-uholnikové steny. Tie su vSetky zafarbené tak,
ze vrcholy incidentné so stenou stupna 3 st kazdy inej farby. Keby to tak nebolo,
tak na nejakej 3-uholnikovej stene 9; = [a;, a; 11, b;] alebo na stene n; = [b;, b1 1, a;11],
pre nejaké i € {1,2,...,n} (i+1 je vzhladom na modulo n) si asponi dva vrcholy
rovnakej farby. Nemohlo v8ak nastat, ze ¢(a;) = ¢(a;11) alebo ¢(b;) = ¢(b;41) lebo
na stenovych kruzniciach stien o« a 3 sa farby vrcholov striedaji. Nemohlo nastat
ani to, ze ¢(a;) = ¢(b;) a ani d(ai+1) = ¢(b;), lebo plati ¢(a;) = ¢(biy1) pricom
vrcholy b;, b;41 st susedné na stenovej kruznici steny [ a farba ¢(b; 1) sa zopakuje
minimdlne a7z o $tyri (alebo viac) vrcholov d'alej na stenovej ceste steny (. Plati
tiez (air1) # ¢(bi) a (air1) # @(bi+1), lebo ¢(biy1) = ¢(a;) (indexy st pocitané
modulo n) a na stenovej ceste steny « sa farba ¢(a;) zopakuje najskor minimélne
o Styri vrcholy dalej ako vrchol a;. Plati teda Ze kazda 3-uholnikova stena vJ; resp.
ni, pre i € {1,2,...,n}, inciduje iba s vrcholmi troch réznych farieb.

O

5.3 Iné zovSeobecnenie osemstena

Iné zovSeobecnenie dosiahneme tak, ze z grafu osemstena ponechiame dva ne-
susedné vrcholy. Fixovanim nesusednych vrcholov v, w, ktoré lezia jeden na vonkaj-
Sej kruznici a druhy na vnitornej kruznici grafu osemstena, pridanim po n stien
ku zafixovanym vrcholom tak, ze kazda stena incidentna s vrcholom v susedi prave
s jednou stenou incidentnou s vrcholom w, dostaneme graf, ktory nazyvame n-boké
bipyramida. Oznac¢ime ho B,,. Takto vzniknuty graf ma n vrcholov stupna Styri, dva

vrcholy stupna n a 2n stien stupna tri.

Veta 5.3. Nech B, pren > 2 je graf bipyramidy. Potom plati:
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Obr. 11: Graf zovSeobecnenia osemstena

Doékaz. Kedze B, je triangulacia, tak podla Vety 3.2 pre jeho stenové rankingové
¢islo plati: xs-(Bn) = xo(Bn). Vieme, Ze pre triangulaciu existuje regularne zafarbe-

nie tromi alebo styrmi farbami. O]

5.4 ZovSeobecnena kocka - Prizma

Zafixovanim dvoch nesusednych stien kocky ziskame zovSeobecnenim graf
prizmy. Ozna¢me graf n-bokej prizmy D,, ktord je pre n > 3 pravidelny graf
(4,4, n)-mnohostena. Tento graf pozostava z mnoziny vrcholov V' = {aq, as, ..., a,,
bi,by...,b,} a mnoziny hran E = {{a;,a;11},0 € T } U {{b;,bis1},i € T } U
U {{a;,b;},i € T }, kde T = {1,...,n} (indexy poc¢itame podla modulu n).
Mnozinu stien D,, tvoria dve n-uholnikové steny o = [aq,...,a,], B = [b1,...,by]
a n 4-uholnikovych stien [a;, a;11, bit1,bi], pre @ = 1,2,...,n (indexy su brané

vzhladom k modulo n).

Obr. 12: Graf prizmy
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Veta 5.4. Nech Ds je 3-bokd prizma. Potom plati: xs-(D3) = 5.

Dékaz. Nech t, je stenové rankingové zafarbenie D3. Keby y,.(D3) = 3, tak BUNV
ts(a1) = 1, ts(az) = 2, ts(az) = 3. Potom na stene [ag, as, b, bs] vrchol by nemoze
byt farby 2 a ani 3, nutne t4(bs) = 1. Potom v8ak vrchol b3 nemoéze byt Ziadnej
z farieb 1, 2, 3.

Keby xs(D3) = 4, tak BUNV t.(a;) = 1. Koli farbe vrcholu a; konce
stenovych ciest [as,aq,as], [as,a1,b], [as, a1,b1] nemozu byt rovnakej farby. Teda
ts(az) # ts(as), ts(az) # ts(b1) a ts(by) # vs(as). Preto kazdy z vrcholov asg,ag, by
musi byt inej farby, pri¢om sa pouZiju prave farby 2, 3 a 4. Nech {k,l,m} = {2,3,4}
a k < l. Nech ts(as) =k, vs(as) = [, vs(by) = m. Pretoze vrchol b; susedi s vrcholmi
ai, by nemoze byt farby k ani m. Koli stenovej ceste [bs, as, as] a koli predpokladu
k < I nemoze byt ani farby [. Teda nech t4(by) = 1. Vrchol b3 susedi s vrcholmi by,
by, as a lezi na stenovej ceste [az, b, bs], preto nemoze byt zafarbeny Ziadnou z farieb
1,23, 4.

Ak za stenové rankingové zafarbenie zoberieme napriklad ¢, kde ¢(a;) = 1,
dlaz) = 2, ¢az) = 3, ¢(by) = 4, ¢(by) = 1, ¢(bs) = 5, tak méame ukizané,
ze Xsr(Ds) = 5.

O

Pre n = 4 je D, graf kocky, ktorého stenové rankingové cislo je uvedené v casti

o grafoch Platonskych mnohostenov. Pre n > 5 plati nasledujica veta.
Veta 5.5. Nech D, je n-bokd prizma, n > 5. Potom plati:
1+ [logyn] < Xor(Dn) <5+ [logy([ 2] + 1)]

Doékaz. Dolna hranica je zrejma z toho, 7e graf D, obsahuje stenovi kruznicu
dlzky n. Podla Lemy 2.4 vieme kruznicu dizky n zafarbif rankingovo 1 + [log,n]
farbami.

Na ukéznie hornej hranice skonStruujeme zafarbenie ¢ pomocou k farieb.
Oznacme p = [%] a nech k = 5 + [logy(p + 1)]. Ako pomodcku pouzijeme
rankingové zafarbenie grafu cesty P = [uj,ug,...,u,), pricom P; je nejaka
Tubovolné p-vrcholova cesta. Na zafarbenie cesty P, podla Lemy 2.2 potrebujeme
f = [logy(p + 1)] farieb. Zrejme k = f + 5. Nech ¢ je rankingové zafarbenie cesty

P, pomocou f farieb. Zobrazenie ¢ definujeme nasledovne:
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L ¢(an) = d(b) = k

2. ¢(a;) = ¢(bire) = h, ak i = h (mod 5), pre h € {1,2,3,4}
3. ¢((I5]’) = ¢(b5j+2) =4+ SO(UZ)a pre j € {17 2,... ap}

Chceme aby 4+ f < k. Vzhladom k tomu, ze k = f+5 to je v poriadku. UkaZeme
eSte, ze pocCet pouzitych farieb k je aspon tolko, ako je doln& hranica poc¢tu farieb
nutne potrebnych. (Chceme teda aby k& > 1+ [log, n].)
k= 5+ [logy | 2] +1] > 5+ [logy [ £ ]] > log, 32+ log, & > log, 32+ (log, n— log, 5) =
= log, %—i— logy n > log, 64 logan > 1+ logyn

Potrebujeme teraz ukazaf, Ze toto zafarbenie ¢ spliia podmienky stenového
rankingového zafarbenia. Steny « a [ maji zafarbené vrcholy rovnakou postup-
nostou farieb (c1,¢9,...,¢,), ¢ € {1,2,...,k} pre i € {1,2,...,n}, len s po-
sunutim presne o dva vrcholy. Uvazujme teda stenu «. Ak stenova cesta steny
a obsahuje vrchol a,, ktory nie je jej koncovym vrcholom, tak splha podmienky
stenového rankingového zafarbenia, lebo ¢(a,) = k je najvySSia pouzita farba
a na vrcholoch tejto steny iba raz. Ak st na takejto ceste dva vrcholy zafarbené
rovnakou farbou a vrchol a, sa nenachddza medzi nimi, zoberie sa kratsSia cesta
bez vrchola a,, od ktorej sa ziada ta istda podmienka. Vezmime teda nejakt stenovi
cestu P = [a;,Qit1,-..,a;] steny a, kde 1 < ¢ < j < n. Nech a,,,a; st vrcholy
na ceste P také, Ze su zafarbené rovnakou farbou ¢ € {1,2,...,(k —1)}.

Nech ¢ € {1,2,3,4}, potom existuje vrchol a5, medzi vrcholmi a,,,a; taky,
ze plati:

c S 4 <4+ QO(US) = ¢(&5~s)‘

Nech 4 < ¢ < k, prifom je m = t = 0 ( mod5 ). Teda existuju
m',t" € {1,2,...,| 5]} také, Zem =5-m" at =5-1, kde c = ¢(an) = ¢(a;), ale tiez
¢c =44 @(Up) =4+ @(uy). Vrcholy u,,, uy st vrcholy cesty, ktord je rankingovo

zafarbend, preto medzi nimi existuje vrchol uy m' < ¢ <t taky, ze plati:

O(tmr) = o(up) < o(uy).

VzhIadom k tomu ako sme vytvorili zafarbenie ¢ pre graf D,,, existuje vrchol as.¢

na ceste P medzi vrcholmi a,,, a; taky, ze plati:

¢<a5-s’> =4+ Qo(us’) >4+ @(um’) =4+ gp(ut’) =c
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Podmienky stenového rankingového zafarbenia spliiaju I'ubovolné dva vrcholy rov-
nakej farby na tej istej stenovej ceste a tiez stenové rankingové zafarbenie je splnené
pre nejaka I'ubovolnu stenovi cestu P steny «. Preto kazda stenova cesta steny «
splia podmienky stenového rankingového zafarbenia.

Na stene 3 je situdcia rovnaka (a7 na posunutie indexov), presnejsie vrcholy st
zafarbené nasledovne: ¢(b;) = ¢(a;—2) (indexy st poé¢itané modulo n), kde vrcholy
by, bo, ..., b, prisluchaju stene 3.

Graf D, obsahuje eSte 4-uholnikove steny. Preto este ukazeme, ze vsetky
4-uholnikové steny st zafarbené tak, aby kazdy vrchol incidentny so stenou
stupna 4 mal kazdy inu farbu. Keby to tak nebolo, uvazujme 4-uholnikova stenu
Vi = [a;, ai41,biv1, b;], pre nejaké i € {1,2,...,n} (indexy s pocitané modulo n)
a nech v; je taka stena, Ze inciduje aspon s dvoma vrcholmi rovnakej farby. Nemohlo
v8ak nastat, ze ¢(a;) = ¢(a;11) alebo ¢(b;) = &(bir1) lebo na stenovych kruzni-
ciach stien a a 3 sa farby vrcholov striedaji. Nemohlo nastat ani, ze ¢(a;) = ¢(b;)
a ani ¢(a;) = ¢(bi11), lebo plati ¢(a;) = ¢(biy2) a vrcholy by, b1 1, biro st susedné
na stenovej kruznici steny (3, pri¢om farba ¢(b; 2) sa zopakuje minimélne az o pat
(alebo viac) vrcholov dalej na stenovej ceste steny (. Plati tiez ¢(a;11) # ¢(b;)
ad(aiy1) # O(biy1), lebo @(biy1) = ¢(a;—1) (indexy st po¢itané modulo n) a na steno-
vej ceste steny « sa farba ¢(a;_1) zopakuje najskor miniméalne o péat vrcholov dalej
ako vrchol a;_;. Neexistuje 4-uholnikova stena, ktord by mala aspon dva vrcholy
zafarbené rovnako. Teda pre kazdé i € {1,2,...,n} stena ¥J; inciduje iba s vrcholmi
Styroch roznych farieb.

]

5.5 Iné zovSeobecnenie kocky

Iné zovSeobecnenie pre kocku dosiahneme tak, ze z grafu kocky ponechame
dva vrcholy. Oba vrcholy buda incidovat s m > 3 stenami stupna Styri.
Toto zovSeobecnenie jednoducho skonstruujeme tak, ze utvorime kruznicu dizky
2n. Vrcholy na kruznici oznac¢ime wuq,us,us, ..., us,. Umiestnime jeden vrchol v
do vnura kruznice, pospajame ho s vrcholmi wug;,i € {1,2,...,n} z kruZnice
a druhy vrchol w umiestnime do vonkajska kruznice, ktory pospajame s vrcholmi
ugi—1,1 € {1,2,...,n} kruznice. Vznikne tak graf, ktory je parny, obsahuje dva vr-

choly stupha n a ostatné vrcholy stupiia 3. Takto vzniknuty graf oznac¢ujeme D).
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Obr. 13: Graf zovSeobecnenia kocky

Veta 5.6. Nech graf D!, pre n > 2 je zovdeobecnenim kocky, potom xe (D) = 4.

Doékaz. Pre n = 3 je to graf kocky, tento pripad je rozobraty vyssie. Podla Lemy 2.4
na zafarbenie stenovej kruznice dlzky 4 potrebujeme minimalne tri farby. Jedina
moznost ako ju zafarbit je vyjadrena farebnou postupnostou (1,2,1,3). Ukazeme
najskor, ze pre n > 2 neexistuje stenové rankingové zafarbenie grafu D! tromi
farbami.

Pre n = 2 mame graf D), = (Vo, By, Fy), kde Vo = {uy,us,us, uyg,v,w},
Ey = {{u,ue, } {uz,ust, {us,ua}, {us,ua}, {v,ua}, {v,ua}, {w,ui}, {w,us}t}
a Fy = {ao],ah, 0,05}, pricom of = [u,ug,v,uy], of = [v,ug,us, uyl,
By = [u1,us, ug, wl], By = [ug,w,us,usl. Nech ts je stenové rankingové zafarbenie
D), tromi farbami. Existju tri moznosti zafarbenia vrcholu w.

Pripad 1: Nech t4(w) = 1. Potom na stenovej kruznici [uy,us,us, w] BUNV
plati, Ze vo(u1) = 2, vs(u2) = 1 a ts(ug) = 3. Koli stenovym cestam [v, us], [v, ua, u1],
[v, ug, ug] nemoze byt vrchol v zafafarbeny ziadnou z troch farieb 1,2,3.

Pripad 2: Nech t,(w) = 2. Potom na stenovej kruznici [uy, ug, us, w] uz musi
platit, ze ts(u1) = 1, vs(ua) = 3 a ts(uz) = 1. Koli stenovym cestam [ug, ugl,
[ug, us, w], [ug, us, us] nemodze byt vrchol uy zafafarbeny ziadnou z troch farieb 1,2,3.

Pripad 3: Nech t4(w) = 3. Potom na stenovej kruznici [ug, us, us, w] uz musi
platit, ze ts(u1) = 1, vs(ua) = 2 a ts(uz) = 1. Koli stenovym cestam [ug, usl,
[uy, us, w], [ug, us, us] nemdze byt vrchol uy zafarbeny ziadnou z troch farieb 1,2,3.

Pre D) existuje stenové rankingové zafarbenie ¢ Styrmi farbami. Stac¢i zobrat:
p(w) =1, ¢(ur) = 2, ¢(uz) =1, ¢(uz) = 3, ¢(us) = 1, ¢(v) = 4.

Pre n = 3 je Dj graf kocky, ktory uz je popisany v ¢asti o stenovom rankingovom
zafarbeni grafov Platonskych mnohostenov.

Pre n > 4 graf D!, = (V,,E, F,), kde V,, = {uy,us,...,us,,v,w},
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E, = {{uj,ujn}; j € {1,2,....,2n} ( mod 2 )} U {{v,uy}, {w,u_1};
i€ {1,2,...,n}}. F, = {ay; a; = [v,u4, ui1, uisa), @ € {1,2,...,2n} i parne } U
U {B:; Bi = [w,u;, uiy1,uire); © € {1,2,...,2n} i neparne } (indexy i + 1, i + 2 st
pocitane modulo 2n).

Nech t; je stenové rankingové zafarbenie tromi farbami. UvaZzujme steny
aq = [ug, Ug, U, Uy, iy = [0, U9, U, ugl, B1 = [ug, ug, us, wl], By = [w, us, ug, us).

Existju tri moznosti zafarbenia vrcholu w. Tri pripady ktoré mozu nastat su
identické s pripadmi pre n = 2 rozobrané vyssie, sta¢i uvazovat o) = oy, o = ay,
B1 = B1, B4 = Pa. Preto je na zafarbenie D! potrebné pouzit aspon $tyri farby.

Ak n je parne, tak D! vieme zafarbit $tyrmi farbami. Staci zaobrat zafarbenie ¢,

kde pre kazdé i € {1,2,...,n} je definované nasledovne:
Pugi—1) = 1,
¢(ug;) = 2, pre i nepéarne,
¢(ug;) = 3, pre i parne,
o(v) = p(w) =
Kazda stena «; (pre i € {1,2,...,n}) ma potom vrcholy zafarbené ako v postupnosti

(1,2,3,4) a kazda stena [3; mé vrcholy zafarbené bud ako v postupnosti (1,2,1,4)
alebo (1,3,1,4).

Pre neparne n to vSak nefunguje, lebo stena «, by bola zafarbené ako farebna
postupnost (1,2,4,2). Existovala by teda na «,, stenova cesta [us,, u1, uz] s koncami
farby 2 a medzi nimi by bol iba vrchol farby 1. Stacilo by zmenit farbu jedného
vrchola a nahradit ju vysSou. Preto ak n je nepéarne, tak D! vieme zafarbit piatimi
farbami.

Pre neparne n zostrojime stenové rankingové zafarbenie §tyrmi farbami inak.

02
1 —

w
w

“*

Obr. 14: Stenové rankingové zafarbenie D a konStrukcia pre neparne n > 7

1
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Nech n je nepéarne. Zafarbenie ¢ je pre i € {1,2,...,n—2} definované nasledovne:

o(w) =1, o(v) =2,

d(ugn—1) =2, &(ugi—1) = 3, pre i neparne,
d(ugn—3) =3, &(ugi_1) = 4, pre i parne,
d(ugn_2) =3, o(ug,) =4, o(ug) = 1.

Ak n = 3, tak Dj je graf kocky a podla Vety 4.4 stacia $tyri faby na jej zafar-
benie. Pre n = 5 je zafarbenie §tyrmi farbami D{ na Obrdzku 14 vlavo podla vyssie
uvedeného predpisu. Na Obrdzku 14 vpravo je naznacend konstrukcia, ako pre n
neparne dosiahneme zafarbenie Styrmi farbami z grafu D], pre graf D;_,. V tejto
konstrukcii namiesto dvoch susednych stien, ktoré su jedna incidentna s v, druha
s w, vznikne Sest novych stien tak, ze sa zrusi ich spolo¢na hrana a namiesto nej sa
prida 6-vrcholova cesta. Pribudna tak 4 nové vrcholy, ktorym dame farby (zlava)
1, 3, 1, 4 ako na Obrdzku 14. Tychto Sest novych stien spliia podmienky steno-
vého rankingového zafarbenia. Na vSetky ostatné steny tato zmena nemé vplyv.
Preto ostatné vrcholy, tak ako v povodnom grafe, splitaji podmienky stenového

rankingového zafarbenia. O]

5.6 Zovseobecneny dvanaststen

Zovseobecneny dvanaststen dostaneme z grafu dvanaststena tak, ze fixujeme
vonkajsiu a vnutornu stenovi kruznicu. Ku zafixovanym kruzniciam popridavame
steny stuphna pat (k vonkajSej n stien zvniitra, ku vnatornej inych n stien zvonku),
pricom steny do seba zapadnu. VSetkych 4n vrcholov je stupna tri, 2n stien je stupna
pat, dve zafixované steny, ktoré oznacime o« a (3 maju stupein n. ZovSeobecnenie
dostaneme pre n > 3, ozna¢me graf vzniknuty tymto zovSeobecnenim D .

Pre n = 5 ide o graf dvanaststena, jeho stenové rankingové zafarbenie je popisané
v ¢asti o grafoch Platonskych mnohostenov (pozri Vetu 4.5).

Vrcholy grafu D) incidentné s vonkajSou n-uholnikovou stenou oznacime
Uy, U, - - ., Uy, s voutornou n-uholnikovou stenou wy, wo, ..., w, a ostatné vrcholy
Wy, Wa, . . ., Way,, pricom hranou s spojené vrcholy {w;, wit1}, {vi,vit1}, (indexy
st poc¢itané modulo n), {w;, w;11} (indexy st pocitané modulo 2n), {u;, wa;_1},

{vi,wo; }, pre i € {1,2,...,n}, j€{1,2,...,2n}.
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Obr. 15: Graf zovSeobecnenia dvanaststena

Veta 5.7. Nech pre n > 3 je graf D] zovsSeobecnenie dvandststena. Potom

Xsr(D5) = xsr(D3) =5 a pre n > 6 plati: 1 + [logan| < xs(Df) < 4+ [logyn].

Dokaz. Stenové rankingové zafarbenie grafov D3 a D} je na Obrdzku 16.

1

Obr. 16: Grafy D3 a Dj so stenovym rankingovym zafarbenim

Nutnost pouzitia piatich farieb v stenovom rankingovom zafarbeni pre grafy D3
a D} dokdzeme nasledovne. Budeme predpokladat, ze Dj; a D} sa da zafarbit Styrmi
farbami. Nech t; je stenové rankigové zafarbenie grafu Dj resp. D} Styrmi farbami.

Uvazujme najprv graf Dji. Na jeho vonkajsej stene [ug, us, us] musia byt pouzité
tri rozne farby, teda aspon raz sa pouZije farba 3 alebo 4. Nech {3,4} = {c, d}. Potom
BUNV t,(u1) = ¢. Vzhladom na Lemu 2.8 vrcholy leziace na stenovych kruzniciach
incidentnych s u; uz nemozu byt farby ¢, teda vrcholy us, us, wy, we, ws, ws, wg. Podla
tej istej Lemy a vzhladom na to, Ze na zafarbenie vrcholov 5-uholnikovej steny
potrebujeme aspon 4 farby, musi byt prave jeden z vrcholov us, wy, wsy, w3 a prave
jeden z vrcholov us, wy, ws, we farby d.

Pripad 1: Nech ts(w;) = d, potom vrcholy na stene ay = [ug, ug, ws, wy, w]

a ag = [ug, wy, we, ws, ug] musia mat nutne farby ts(uz) = 1, ts(ws) = 2, vo(we) = 1,
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to(ws) = 2, ts(ug) = 1. Ale uy a uz nemodzu byt sucastne zafarbené rovnakou farbou,
lebo st spojené hranou a vedie to k sporu.

Pripad 2: Nech t5(us) = d, potom vrcholy na stenovych kruzniciach incidentnych
s us nemo6zu mat farbu d, teda vrcholy us, wy, wy, w3, wy, ws. Aj na stene s musi
byt pouzita farba d, preto nutne ts(wg) = d. Na stene ay = [ug, uz, ws, wy, ws] musi
byt préave raz pouzita farba ¢, preto nutne ts(w,) = ¢, lebo ostatné vrcholy steny ao
v tomto pripade uz nemoézu byt farby c. Na stene (35 a stene 3 = [vq, v3, wg, w1, Wo
uz je pouzitd farba d, preto vrcholy vy, ve,v3 nemozu byt ani farby d. Vrcholy
3-uholnikovej steny [vy, ve,v3] mozu byt zafarbené uz iba dvoma farbami (1 a 2),
ale také zafarbenie neexistuje.

Pripad 8: Nech ts(wy) = d, potom vrcholy na stenovych kruzniciach incident-
nych s wy nemdzu mat farbu d, teda vrcholy wus, wy, ws, wy, we, v1, v2, v3. Na stene
a musi byt pouzita farba d tiez. Ak by bolo ts(u3) = d, vzhlTadom k symetrickosti
tohto grafu by sme sa dopracovali k Pripadu 2. Preto nech t4(w;) = d. Kazda zo
stien aw, (1, fFa, O3 musi obsahovat prave jeden vrchol farby c¢. Ak by bolo ts(vq) = ¢,
tak vzhladom k tomu, Ze cely graf sa da preklopif vonkajSou stenou dovnutra,
¢im vnitorna trojuholnikova stena zaujme poziciu vonkassSej steny, tak by nas to
doviedlo k Pripadu 1. Ak by bolo ts(vs3) = ¢, tak koli stene 35 a stene (3 vrcholy
v1, Vg, wy steny (1 nemozu byt farby ¢ ale ani vrchol wy (pozri vyssie). Na stene [

neostal vrchol, ktory by mohol byt farby c.

Teraz uvazujme graf Dj. Na jeho vonkaj3ej stene [uy, ug, us, us| musia byt pouzité
tri rozne farby, teda aspon raz sa pouzije farba 3 alebo 4. Nech {3,4} = {¢, d}. Potom
BUNYV t4(u1) = ¢. VzhlTadom na Lemu 2.3 vrcholy leziace na stenovych kruzniciach

incidentnych s u; uz nemozu byt farby ¢, teda vrcholy us, us, wy, wy, we, w3, wr, ws.

Ozna¢me steny tohto grafu oy = [ug, us, w3, we, w], ag = [ug, us, ws, wy, w3,
a3 = [U37U4,w7,w6,w5]; Qg = [U47U1,w1,w8;w7]; fr = [U17027w4,w3,w2];
B2 = [va,v3, We, ws, Wy, B3 = [U3, V4, Ws, wr, we], By = [va, Uy, w2, w1, ws]|. Pre tieto

oznacené 5-uholnikové steny podla tej istej Lemy a vzhladom na to, Ze na zafarbenie
vrcholov 5-uholnikovej steny potrebujeme aspon 4 farby, na kazdej takej stene musi
byt prave jeden z vrcholov farby ¢ a prave jeden z vrcholov farby d.

Pripad 1: Nech t4(w1) = d, potom vrcholy na stene a; a a4y musia mat nutne
farby vs(ug) = 1, vs(ws) = 2, ts(wy) = 1, t5(ug) = 1, ts(wy) = 2, vs(wg) = 1. Potom

koli stenovym cestam [ws, v1], (w3, wa,v1], [wy,wa,v1] nutne to(vy) = c. Ale koli
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stenovym cestam [wg, vo], [wr, ws, va], [w1,ws, va] a [v1,vs] vrchol vy nemdze byt
zafarbeny ziadnou zo Styroch farieb.

Pripad 2: Nech ts(ug) = d, potom pre vrcholy na stene «; nutne plati tg(w;) = 1,
to(we) = 1, t4(ws) = 1. Koli stenovym cestam [ws, wy], [wa, w3, wy], [ug, w3, wy] je
ts(wy) = d. Koli stenovym cestam [wy, ws], [wa, wy,ws], [u1, wy,ws] je ts(ws) = c.
Koli stenovym cestam [wa, v1], [ws, wy, we, v1], [wy, w3, wa, v1] je ts(vy) = 1. Potom
na stene 34 nutne je ts(v4) = d a na stene 3 nasledne potom je t4(vs) = 1, vs(wg) = 2,
ts(w7) = 1. Koli stenovym cestam [wr, uyl, [we, wr, ugl, [ws, wr, uy), [u1, us] nemoze
byt vrchol uy Ziadnej zo Styroch farieb.

Pripad 3: Nech t4(wy) = d, potom vrcholy na stenovych kruzniciach incidentnych
s wy nemozu mat farbu d, teda vrcholy usg, wy, w3, wy, wg, v1, Vo, v4. Na stene a4 musi
byt pouzita farba d tiez. Ak by bolo ts(us) = d, vzhladom k symetrikosti tohto
grafu, by sme sa dopracovali k Pripadu 2. Preto nech ty(w;) = d. Potom vrcholy
na stenovych kruzniciach incidentnych s w; nemoézu mat farbu d, teda este vrcholy
U3, Ug, Wy, We, Ws, V3. Teda v tomto pripade D} uz neobsahuje viac vrcholov farby d.
Zafarbenie vrcholov steny (2 nas vSak privadza ku sporu.

Pripad 4: Nech t4(w3) = d, potom vrcholy na stenovych kruZniciach incident-
nych s w3 nemoézu mat farbu d, teda vrcholy usq, uz, wy, we, wg, ws, vy, vo. Na stene ay
musi byt pouZita farba d tiez. Ak by bolo ts(uy) = d, vzhladom k symetrikosti tohto
grafu, by sme sa opéit dopracovali k Pripadu 2. Ak by bolo ts(wg) = d, vzhladom k
symetrikosti tohto grafu , by sme sa dopracovali k Pripadu 3. Preto nech t4(w7) = d.
Potom vrcholy na stenovych kruzniciach incidentnych s w; nemézu mat farbu d,
teda este vrcholy uy, ws, ws, v3, v4. Teda aj v tomto pripade D) uz neobsahuje viac

vrcholov farby d. Zafarbenie vrcholov steny (5 néas opat privadza ku sporu.

Uvazujme d'alej n > 6, potom graf D obsahuje stenovi kruznicu dlzky n. Podla
Lemy 2./ na jej zafarbenie potrebujeme f = 14 [log, n| farieb. Ak si uvedomime,
7e neexistuje stenova cesta, ktora by obsahovala stcastne vrcholy oboch stien « a (3,
mézeme pouzif rovnaké zafarbenie na vrcholy stenovej kruznice dlzky n vonkajsej
steny « a aj na vrcholy stenovej kruznice rovnakej dizky vniitornej steny /3.

Potrebujeme len ukazat, ze vrcholy ktoré inciduju iba so stenami stupia 5, vieme
zafarbit pomocou troch farieb. Takych vrcholov je parny pocet. Ak na ich zafarbenie
pouzijeme farby (f+1), (f+2) a (f +3), tak stenové cesty obsahujice vrcholy inci-

dentné s niektorou zo stien o a 3, budu spliiat podmienky stenového rankingového
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zafarbenia. Stenové cesty ktoré neobsahujua vrcholy incidentné s niektorou zo stien «

alebo (3, obsahuji nanajvys 3 vrcholy a z nich moze byt najviac jeden farby (f + 3).

Obr. 17: Graf zovseobecnenia dvanaststena s konstrukciou zafarbenia

Na Obrdzku 17 vlavo je graf D; a DE. V tychto grafoch je naznacené ako maju
byt zafarbené vrcholy, ktoré neinciduji so stenami « a (. Cisla 1, 2, 3 na obrazku
znamenaji, ze na zafarbenie danych vrcholov maja byt pouzité farby (f+1), (f+2)
a (f +3). Na Obrdzku 17 vpravo je naznafenéa konstrukcia zafarbenia z grafu D}
na graf D) o, pricom vychadzame z Casti grafu D} resp. Dj ohranicenej elipsou.
V konstrukceii sa zafarbenie pouzije pre vrholy incidentné iba s 5-uholnikovymi ste-
nami. Vrcholy incidentné len s « alebo len s 3 sa zafarbia ako kruZnica s danym

poc¢tom vrcholov. O
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6

Grafy Archimedovskych mnohostenov

Popis Archimedovskych mnohostenov je pekne vypracovany v knihe

od Cromwella [4]. Mnozina archimedovskych mnohostenov pozostava z 13

pravidelnych mnohostenov. Okolo kazdého vrchola si rozostavené steny rovnako.

Niektoré z tychto grafov vieme skonstruovat z Platonskych mnohostenov. Uvazujeme

teda v dalsom grafy tychto 13 mnohostenov:

10.

11.

12.

13.

. (3,6,6)-mnohosten (znamy ako otupeny tetraéder alebo tiez otupeny

Stvorsten); jeho graf ozna¢me (ozn.) A e,
(3,8,8)-mnohosten (otupeny hexaéder alebo otupena kocka); ozn. A gy,

(3,10,10)-mnohosten (otupeny dodekaéder alebo otupeny dvanaststen);

ozn. A(3,10,10);

. (4,6,6)-mnohosten (otupeny oktaéder alebo otupeny osemsten); ozn. Aeg),

(4,6,8)-mnohosten (otupeny kubooktaéder); ozn. Ag ),
(4,6,10)-mnohosten (otupeny ikosododekaéder); ozn. A g 10),

(5,6,6)-mnohosten  (otupeny ikosaéder alebo otupeny dvadsatsten);

ozn. A6,

(3,4,3,4)-mnohosten (kubooktaéder); ozn. A(343.4),
(3,4,4,4)-mnohosten (rombokubooktaéder); ozn. A 4.4.4),
(3,4,5,4)-mnohosten (romboikosododekaéder); ozn. A 454y,
(3,5,3,5)-mnohosten (ikosododekaéder); ozn. Az 35),
(3,3,3,3,4)-mnohosten (obsekany hexaéder); ozn. A3 3334,

(3,3,3,3,5)-mnohosten (obsekany dodekaéder); ozn. A 333 5).

V nasledujticich ¢astiach sa budeme venovat stenovému rankingovému zafarbeniu

grafov archimedovskych mnohostenov. Budeme sa pre ne snazit urcit presne charak-

teristiku x, alebo aspon jej priblizny odhad. Budeme pritom vyuzivat aj konkrétne

stenové rankingové zafarbenie danych grafov.
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6.1 Otupeny tetraéder

Graf otupeného tetraédra vznikne orezanim vrcholov grafu tetraédra. Vzniknu
tak nové styri trojuholnikové steny a povodné steny tetraédra maji vo vzniknutom

grafe dvojnésobny stupe.

V, \'A

Obr. 18: Graf (3,6,6)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

Veta 6.1. XST(A(?:,G,B)) =5

Dokaz. Oznacme vrcholy grafu (3,6,6)-mnohostena ako na Obrdzku 18 vlavo. Tento
graf vieme rankingovo zafarbif pomocov piatich farieb (Obrdzok 18 vpravo) nasle-
dovne:
P(ur) = 2, Pluz) = 1, ¢(ug) = 5, ¢(ua) = 4, ¢(v1) = 3, d(v2) = 4, ¢(v3) = 1,
$(vs) = 3, p(wr) = 2, d(ws) =5, Pp(ws) = 1, P(wa) = 2.

Tento graf obsahuje okrem iného aj stenovii kruznicu dlzky 6. Na rankingové
zafarbenie takejto kruznice st potrebné miniméalne 4 farby. Vrcholy tejto kruznice

vieme zafarbit jednou z piatich moZnosti:

i) (1,2,1,3,1,4), i) (1,2,3,2,1,4),
ZZ) (17271737274)7 7}) (1,2,4,2,1,3).
iii) (1,2,3,1,2,4),
UkdZeme, ze cely graf Azegp) nevieme zafarbit Styrmi farbami. Keby sa graf
dal zafarbit pomocou $tyroch farieb, tak méme k dispozici niekolko moznosti

ako mozu byt zafarbené vrcholy nejakej 6-uholnikovej steny incidentnej s vrchol-

mi 1,22, 23,24, 25,86 € V(Agee), pricom nech kazda z hran ey = {1, 22},
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ey = {x3, x4} a e3 = {5, x6} eSte inciduje s niektorou z 3-uholnikovych stien. V pri-
pade zafarbeni i) a i) aspon na jednej z hran ej, e, e3 st konce hrany zafarbené
farbami 1 a 2. V pripade zafarbeni i), iv), v) je BUNV bud ts(x;) =1 a ts(x2) = 2
alebo t4(z2) = 1 a ts(z3) = 2. V druhom pripade st potom vrcholy incidentné
s hranou eg farby 1 a 2. V dalSom vyuzijeme, Ze stale nastnane pripad, ked dva
vrcholy incidentné so 6-uholnikovou stenou a stcastne aj s trojuholnikovou stenou
st zafarbené farbami 1 a 2.

Nech 9 je vonkajsia 6-uholnikovd stena, ktord inciduje s vrcholmi
us, Uy, W3, Wy, v3, V4. MoZeme BUNV predpokladat, ze ts(us) = 1, vs(uy) = 2. Uvazu-
jme stenovu kruznicu Cg = [vq, vg, V4, Ug, Uz, u1]. Vrcholy us a vy nemédzu byt zafar-
bené ani farbou 1, lebo st susedné s vrcholom farby 1, ani farbou 2 lebo by existovala
stenova cesta [ug, ug, v4| alebo [ug, us, uy4] na troch vrcholoch s koncovymi vrcholmi
farby 2, medzi ktorymi by bol iba vrchol farby 1, ani rovnakou farbou sicastne koli
stenovej ceste [ug, us, vy4]. Preto musi byt jeden z vrcholov ug,uy farby 3 a druhy
farby 4. Na tejto kruznici Cs potom nutne tg(ui) = 1, ts(v1) = 2 a te(vg) = 1.
Rozlisime dva pripady:

Pripad 1 Nech t5(us) = 3 a vs(vy) = 4. Na stene ¥ potom nutne ty(ws) = 1
koli stenovym cestam [ws, uy), (w3, wg, us), (w3, uy, us, v4] a ts(wy) = 3 koli stenovym
cestam [wy, w3, [wy, w3, uyl, Wy, w3, uy, us, vy4]. Aviak vrchol vz nemoze byt farby 1,
3, 4, pretoze susedi s vrcholmi zafarbenymi tymito farbami a ani farby 2, lebo lezi
na stenovej ceste [vy, vo, v3]. Teda ts(vs) ¢ {1,2,3,4}.

Pripad 2 Nech ts(uz) = 4 a t4(vy) = 3. Na stene ¥ potom nutne ts(wz) = 1
a ts(wy) = 4. Av8ak vs(vs) ¢ {1,2,3,4} podobne ako v predchadzajicom pripade.

Teda na stenové rankingové zafarbenie grafu A ) potrebujeme aspoii 5 farieb.

O

6.2 Otupeny hexaéder

Graf otupeného hexaédra vznikne orezanim vrcholov grafu kocky. Vznikne tak
osem novych trojuholnikovych stien. Pévodné steny kocky maju vo vzniknutom grafe

dvojnasobny stupen. Vsetky vrcholy sa stupna tri.
Veta 6.2. Xsr(A(3,8,8)) =35

Dokaz. Oznacme vrcholy grafu Apgg) ako to je na Obrdazku 19 vlavo. Nech

Cs = [y1,2, - - ., ys] je stenova kruznica dizky 8. Cg sa da podl'a Lemy 2.4 rankingovo
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Obr. 19: Graf (3,8,8)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

zafarbit Styrmi farbami a to tak, ze BUNV vrcholy y1,vs,...,ys na tejto kruznici
musia byt zafarbené tak, ako to vyjadruje postupnost farieb (1,2,1,3,1,2,1,4).
(A7 na otocenie vrcholov a obrateny smer postupnosti je to jediny mozny sposob
zafarbenia Cs.)

Ak by boli na stenovej kruznici Cg dva susedné vrcholy zafarbené farbami
roznymi od farby 1, nutne by sa musela pouzit uz aj farba 5. Nech tomu tak nie je a
ak st dva susedné vrcholy zafarbené vyssimi farbami ako 1 nech na rankingové za-
farbenie Cy stadia Styri farby. Nech BUNV t4(y1) = a, ts(y2) = b, kde 1 < a < b < 4.
Pripad 1: Ak b =4, a = 3, tak podla Lemy 2.3 ostatnych 6 vrcholov musime zafarbit
uz len pomocou farieb 1 a 2, to sa vSak neda.

Pripad 2: Ak b = 4, a = 2, tak nutne farba vrchola ys nemoze byt ani 2 ani 4,
teda ts(ys) € {1,3}. Preto bud ts(ys) = 3 alebo v pripade ak t;(zs3) = 1, tak nutne
ts(y7) = 3. V oboch pripadoch ostavaju teda este aspon $tyri vrcholy (presnejsie
Y3, Y4, U5, Ys ), ktoré lezia na stenovej kruznici Cs, ale tiez na stenovej ceste, ktora ich
v8etky obsahuje. Podla Lemy 2.2 cesta, ktora ma Styri vrcholy, vyzaduje aspon 3
farby. Ale vzhladom na to, Ze farby 3 a 4 uz st pouzité, ostavaju podla Lemy 2.3
uz iba farby 1 a 2.

Pripad 3: Ak b = 3, a = 2, tak staci zamenit tlohu farieb 3 a 4 a podobne nas to
dovedie ku sporu ako v pripade 2.

Preto ak chceme stenovi kruznicu dizky 8 zafarbit &tyrmi farbami,
musi mat kazdy druhy vrchol farbu 1. Uvazujme teraz stenovi kruznicu

(U1, Ug, V1, Vo, Wi 2, T1, To) grafu Az gg), ktord ma dlzku 8. BUNV nech ty(u;) = 1,
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to(ug) = 2, ts(v1) = 1, ts(va) = 3, ts(wy) = 1, ts(wa) = 2, ts(z1) = 1, ts(xn) = 4.
Potom uz ale Ziadna s touto stenou susedna stena nemdze byt zafarbend pomocou
iba Styroch farieb. To preto, lebo Ziaden z vrcholov us, vs, w3, x3 nemoze byt zafar-
beny farbou 1 a napriklad na stenovej kruznici [ug, uy, us, vg, V4, v3, V1] je ts(ug) = 2
a je aj ts(uz) # 1, pricom ug, ug si susedné. To nas vzhladom k vysSie uvedenému
niti pouzit na tejto kruznici aj farbu 5.

Pre uplnost uz len staci zobrat nasledujuce stenové rankingové zafarbenie ¢ po-

mocou ) farieb tak, ako to je ajna Obrdzku 19 vpravo, ktoré je definované nasledovne:

Plur) =3, Puz) =1, P(uz) =4, o(us) =1, o(us) =2, ¢(ug) =3,
o) =2, d(v2) =4, o(vs) =1, ¢(va) =3, &(vs) =5, ¢(vg) =1,
p(wr) =3, d(wz) =1, o(ws) =5, d(ws) =1, d(ws) =2, ¢(ws) =3,
O(x1) =2, P(x2) =5, d(z3) =1, o(xg) =3, ¢(xs) =4, &(x) =1 0

6.3 Otupeny dodekaéder

Graf otupeného dodekaédra vznikne orezanim vrcholov grafu dvanéststena.
Vznikne tak 20 novych trojuholnikovych stien. Povodné steny dvanéststena maju

vo vzniknutom grafe dvojnasobny stupei.
Veta 6.3. 5 < Xs'r(A(S,lO,lO)) < 7

Dékaz. Graf Az i0,10) obsahuje 3-uholnikové a 10-uholnikové steny. Hranica takejto
10-uholnikovej steny je kruznica dizky 10, na ktora je podla Lemy 2./ potrebné
pouzit aspon 5 farieb. Na Obrdzku 20 je stenové rankingové zafarbenie tohto grafu

siedmimi farbami. O

Presnejsie stanovenie ¢isla XST(A(;»,JOJO)) zrejme vedie k rozobratiu velkého poctu
moznosti. Preto je zatiat odhad pre stenové rankingové chromatické ¢islo grafu

A(3710710) medzi 5 a 7.

6.4 Otupeny oktaéder

Graf otupeného oktaédra vznikne orezanim vrcholov grafu osemstena. Vznikne
tak Sest novych 4-uholnikovych stien. Povodné steny osemstena maji vo vzniknutom

grafe dvojnésobny stupei.
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Obr. 20: Graf (3,10,10)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 7 farbami

Veta 6.4. XST(A(4,6,6)) =5

Dékaz. Pre stenové rankingové zafarbenie ¢ grafu A6 staci pouzit 5 farieb. Tak

ako na Obrdzku 21 vpravo je ¢ definované nasledovne:

olw) =1, dus) =1, o)) =2, ¢(vs) =1, o(w)=1 d(ws) =1,
Oluz) =5, dlug) =2, ¢(v2) =5, ¢(vs) =4, (w2) =3, P(ws) =2,
o(us) =1, d(ur) =1, ovs) =1, o(vr) =1, ows) =1, o(wr)=1,
O(us) =4,  d(us) =3, ovg) =3, o(vs) =2, o(ws) =5, (ws) =4.

Graf A 6,6) obsahuje 4-uholnikové a 6-uholnikové steny. Teda obsahuje aj steno-
vt kruznicu dlzky 6, na ktora je podla Lemy 2./ potrebné pouzit aspoii 4 farby.
Ukazeme vSak, ze tento graf Styrmi farbami nevieme zafarbit. Predpokladajme
teda, Ze v, je stenové rankingové zafarbenie grafu A, 6) Styrmi farbami. Nech o je
6-uholnikova stena, ktora inciduje s vrcholmi 1, %o, T3, x4, 5, 76, ;3 € V(Awee))-

Tieto vrcholy vieme zafarbit jednou z piatich moznosti farebnych postupnosti

48



Obr. 21: Graf (4,6,6)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

(1,2,1,3,1,4), (1,2,1,3,2,4), (1,2,3,1,2,4), (1,2,3,2,1,4), (1,2,4,2,1,3). Avsak
aspon na jednej zo susednych 6-uholnikovych stien steny 1 sa vyniti zafarbenie
(1,2,1,3,1,4). Oznaéme vrcholy grafu A6 ako na Obrdzku 21 vlavo. Uvazujme
BUNYV vonkajsiu 6-uholnikovi stenu «, ktora inciduje s vrcholmi uy, ug, vy, vg, wy, ws
a dve 6-uholnikové steny, 3 incidentnd s vrcholmi vs, v3, vy, us, ug, u7 a 7y incidentni
s vrcholmi vy, vg, v3, Vg, U7, 5. BUNV existuju dve moznosti, ako st zafarbené Styrmi
farbami vrcholy incidentné so stenou «. RozliSime dva pripady.

Pripad 1): Vrcholy steny « si orientované stihlasne s farebnou postupnostou
(1,2,1,3,1,4), teda ts(uy) = 1, ts(us) = 2, ts(v1) = 1, ts(vs) = 3, ts(wy) = 1,
ts(wg) = 4. Potom vrchol vy nemoze byt ani farby 1 ani farby 2 a ani farby 3.
Nech teda ts(vy) = 4. Vrchol u; by mohol byt farby 1 alebo 3. Ale nemoéze byt
farby 3, lebo susedné vrcholy w7 a vy inciduji so 6-uholnikovou stenou [ a steno-
va kruznica incidentna so stenou [ sa nedé zafarbit pomocou Styroch farieb, ak st
dva jej susedné vrcholy zafarbené farbami 3 a 4 (dosledok Lemy 2.3). Musi platit:
ts(u7) = 1. Uvazujme dalej stenu . Ak chceme aby boli pouzité iba Styri farby
musi platit: ts(v3) = 1, ts(vg) = 2, ts(v7) = 1. Vrchol wy v8ak nemoze byt zafar-
beny ziadnou zo Styroch farieb koli stenovym cestam [ws, v7], [we, v7, vg], [we, v7, vs],
[wa, w1, w,g .

Pripad 2): Vrcholy steny « st orientované nesihlasne s farebnou v postupnostou
(1,2,1,3,1,4), teda ts(uy) = 1, ts(us) = 2, ts(v1) = 1, ts(vs) = 4, t5(wy) = 1,
ts(wg) = 3. Potom vrchol vy nemdze byt ani farby 1 ani farby 2 a ani farby 4. Nech

teda ts(vy) = 3. Vrchol u; by mohol byt farby 1 alebo 4. Ale podobne ako v pre-
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doslom pripade nemoéze byt farby 4, pretoze susedné vrcholy u; a vs inciduju so
6-uholnikovou stenou  a nemo6zu mat jeden farbu 3 a druhy farbu 4 sucastne. Musi
platit: ts(u7) = 1. Uvazujme dalej stenu . Ak chceme aby boli pouzité iba $tyri
farby musi platit: vs(vs) = 1, ts(vg) = 2, ts(v7) = 1. Vrchol wy nemdze byt zafar-
beny Ziadnou zo Styroch farieb koli tym istym stenovym cestdm ako v predoslom

pripade. O]

6.5 Otupeny kubooktaéder

Tento graf ma Sest 8-uholnikovych, osem 6-uholnikovych a dvanést

4-uholnikovych stien. Kazdy vrchol je stupiina 3 a inciduje s kazdym typom steny.

Obr. 22: Graf (4,6,8)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

Veta 6.5. Xsr(A(4,6,8)) =5

Dékaz. Tento graf Ay es) obsahuje 4-uholnikové, 6-uholnikové a 8-uholnikové steny.
Hranica 8-uholnikovej steny je kruznica dlzky 8, na ktort je podla Lemy 2.4 potrebné
pouzit aspon 4 farby. Ukazeme teraz, ze nestaci pouzit 4 farby. Nech existuje sten-
ové rankingové zafarbenie t, grafu A eg) Styrmi farbami. Vrcholy incidentné s 8-
uholnikovou stenou lezia na stenovej kruznici a musia byt zafarbené tak, ako to vy-
jadruje postupnost 6smich farieb (1,2,1,3,1,2,1,4). Ak by boli na stenovej kruznici
dlzky 8 dva susedné vrcholy zafarbené dvomi farbami réznymi od 1, nutne by sa
musela pouzit uz aj farba 5. (Pozri dokaz Vety 6.2)

Ozna¢me teda vrcholy grafu Aeg) ako na Obrdzku 22 vIavo a nech v, je také

zafarbenie Styroma farbami, 7e BUNV na vonkajsej 8-uholnikovej stene incidentnej
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s vrcholmi uy, uy2, vy, V12, Wy, Wiz, 1, T1o je zafarbenie nasledovné: to(ug) = 1,
ts(u12) = 2, ts(v1) = 1, t5(v12) = 3, ts(wy) = 1, ts(wiz) = 2, ts(z1) = 1, vs(x12) = 4.
Uvazujme vrchol uy. Koli stenovym cestam [ug, uy], [ug, u, u1s], [Ug, w1, T12] nemoze
byt zafarbeny ziadnou z farieb 1, 2, 4, preto nutne t4(uz) = 3.

Pretoze vrcholy w3 a uq; susedia s vrcholom us na 8-uholnikovej stene, nutne
musi platif ts(uz) = ts(uy1) = 1. Uvazujme vrchol vy. Tento vrchol nemdze byt
zafarbeny Ziadnou z farieb 1, 2, 3, lebo lezi na stenovych cestach [vy, v1], [v2, V1, U2],
[vg, v1,v12]. Preto ts(ve) = 4 a podobne ts(v3) = ts(v11) = 1, lebo vz a vy st
susedia vy na 8-uholikovej stene. Uvazujme eSte vrchol uyg. Pozrime na stenové
cesty [u10, u11], [U10, w11, U12], [U10, U11, Us], [U10, V3, Vo]. KOli tymto cestdm nemoze byt
vrchol w1 zafarbeny ziadnou z farieb 1, 2, 3, 4. Preto stenové rankingové zafarbenie
Styrmi farbami grafu A gy neexistuje.

Na Obrdzku 22 vpravo je stenové rankingové zafarbenie ¢ pre graf A g5) piatimi

farbami dané nasledujticim predpisom:

ou) =2, Puz) =1, d(uz) =5, o(ug) =1,  o(us) =2, é(ug) =1,

O(ur) =4, olus) =1, olug) =3, o(uo) =1, d(un) =4, o(uz) =1,

o(v1) =3, d(v2) =1, o(v3) =2, ¢(va) =5,  d(vs) =3, ¢(vg) =2,

P(vr) =5, ¢o(vs) =1, o(vo) =2, d(vio) =1, (vn) =4, G(vi2) =1,

owr) =2, d(wz) =1, d(ws) =5, d(ws) =1, o(ws) =3, d(ws) =1,

o(wr) =2, d(ws) =1, d(wg) =4, o(wi) =1, d(wi) =3, ¢(wi2) =1,
o(x1) =4, o(x2) =1, o) =2, ¢(zg) =1, d(xs) =5, o(ze) =

o(xr) =3, d(xs) =1, &(xg) =4, ¢(z10) =1, ¢(zn) =3, ¢(z2)=1. O

6.6 Otupeny ikosododekaéder

Tento graf méa dvanast 10-uholnikovych, dvadsat 6-uholnikovych a tridsat

4-uholnikovych stien. Kazdy vrchol je stupiina 3 a inciduje s kazdym typom steny.
Veta 6.6. 5 S XST(A(4,6,10)) S 6

Dékaz. Graf A0y obsahuje 4-uholnikové, 6-uholnikové a 10-uholnikové steny.
Hranica 10-uholnikovej steny je kruznica dlzky 10, na ktora je podla Lemy 2./
potrebné pouzit aspon 5 farieb. Na Obrdzku 23 je stenové rankingové zafarbenie

tohto grafu Siestimi farbami. O]
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Obr. 23: Graf (4,6,10)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 6 farbami

Presnejsie stanovenie ¢isla xs,(A(a6,10)) zrejme vedie k rozobratiu velkého poctu
moznosti. Preto je zatiat odhad pre stenové rankingové chromatické ¢islo grafu

A(4,6,10) medzi 5 a 6.

6.7 Otupeny ikosaéder

Graf otupeného ikosaédra vznikne orezanim vrcholov grafu dvanaststena.
Vznikne tak dvanast novych 5-uholnikovych stien. Pévodné steny dvanéaststena maju

vo vzniknutom grafe dvojnésobny stupei. VSetky vrcholy maji stupen tri.
Veta 6.7. XST(A(E),G,G)) =5

Doékaz. Tento graf obsahuje 5-uholnikové a 6-uholnikové steny. Hranica tychto stien
je kruznica dlzky 5 resp. 6, na ktoru je podla Lemy 2.4 potrebné pouzit aspoin 4
farby. Ukazeme, Ze je potrebné pouzit minimalne 5 farieb.

Sporom ukadzeme, ze 4 farby nestacia. Nech teda t, je stenové rankingové za-
farbienie grafu A6 Styrmi farbami. Oznac¢me vrcholy grafu Apgg) tak, ako to

je na Obrdzku 24 wvpravo. Existuje niekolko moznosti ako moze byt Styrmi far-
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Obr. 24: Graf (5,6,6)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

bami rankingovo zafarbena kruznica dizky 5. Uvazujme BUNV stenu « incidentnii
s vrcholmi wq, uo, us, ug, us. Vrcholy tejto steny mozu byt zafarbené podla jed-
ného z nasledujicich zapisov: (1,2,1,3,4), (1,2,3,1,4), (1,2,3,2,4), (1,2,4,1,3),
(1,2,4,2,3). Rozoberme pripady.

Pripad 1: Stena « obsahuje farebnu postupnost (1,2,1,3,4). Nech BUNV
to(us) = 1, ts(ur) = 2, ts(ug) = 1, ts(uz) = 3, ts(uy) = 4. Uvazujme stenu [ susednt
so stenou «, ktora inciduje s vrcholmi us, uy (teda stenu = [us, w4, 29, 23, T4, T5)).
Podla Lemy 2.8 vrcholy zo, 23,24, x5 musia byt zafarbené iba farbou 1 alebo 2.
Ale vrcholy zs, z3, 24, x5 patria stenovej ceste na ktoru je podla Lemy 2.2 potrebné
pouzit minimalne [logy(4 4+ 1)] = 3 farby. Teda aby graf A6 obsahoval stenové
rankingové zafarbenie Styrmi farbami nemoze obsahovat 5-uholnikovi stenu s fareb-
nou postupnostou (1,2,1,3,4).

Pripad 2: Stena « obsahuje farebnu postupnost (1,2,3,1,4). Nech BUNV
to(us) = 1, vo(ug) = 2, te(uz) = 3, ts(uz) = 1, ts(u1) = 4. Uvazujme stenu [,
ktord je oznacena v Pripade 1. Vrchol z; nemoéze byt farby 2 ani 3, ostavaju teda
eSte dve moznosti.

Pripad 2.a): ts(z3) = 1. Potom nutne ty4(z3) = 4. Uvazujme dalej stenu
v = [us, Ug, 22, 21, 26, 210). Vrcholy z1 a 219 mozu byt zafarbené iba farbou 3 alebo 4
a podla Lemy 2.3 musia byt zafarbené roznymi farbami. Vrchol z; lezi na stenovej
ceste [z1, 22, 23], preto nemoze byt zafarbeny farbou 4, ale ani vrchol z;9 nemoze byt

zafarbeny farbou 4, pretoze lezi na stenovej ceste [uy, us, z210]. Preto v tomto pripade
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Styri farby nestacia.

Pripad 2.b): ts(22) = 4. Potom nutne vs(23) = 1, ts(x4) = 2, t5(z5) = 1 a aj
ts(z1) = 4. Chceme dalej aby 5-uholnikova stena [z, zs, x5, x4, 25| neobsahovala
farebna postupnost (1,2,1,3,4), lebo by sme dostali pripad 1, preto ts(x3) = 3.
Vrchol zy lezi na stenovych cestach [z4, 23], [24, 23, Ta], [24, 23, T4, 23] & [24, 23, 23],
preto nemoze byt zafarbeny ziadnou farbou z mnoziny {1,2,3,4}.

Pripad 3: Stena « obsahuje farebnu postupnost (1,2,4,1,3). Nech BUNV

to(us) = 1, vs(ug) = 2, ts(ug) = 4, ts(uz) = 1, ts(uy) = 3. Uvazujme stenu [3,
ktora je oznacena v Pripade 1. Vrchol z; nemoze byt farby 2 ani 4, ostavaju teda
dve moznosti.
Pripad 3.a): ts(z2) = 1. Potom nutne t4(z3) = 3. Tak ako v pripade 2.a) uvazujme
stenu ~y. Vrcholy z; a 219 mozu byt zafarbené iba farbou 3 alebo 4 a podla Lemy 2.3
musia byt zafarbené roznymi farbami. Vrchol z; lezi na stenovej ceste [z1, 29, 23],
preto nemoze byt zafarbeny farbou 3, ale ani vrchol z19 nemoéze byt zafarbeny far-
bou 3, pretoze lezi na stenovej ceste [uq, us, z10]. Pre tento pripad Styri farby nestacia.
Pripad 3.b): ts(22) = 3. Potom nutne t4(23) = 1, vs(z4) = 2, ts(z5) = 1 a dalej koli
stenovym cestam [uy, us, z10] a [uq, us, 210] nutne t4(z19) = 4, nasledne vs(ug) = 1,
ts(ur) = 2, ts(2z9) = 1. Koli stenovym cestam [xy, z5,21] a [us, x5, 1] je ts(x1) = 3,
potom nutne ts(zs) = 1, ts(x7) = 2. Keby vrchol zg bol farby 1, bola by 5-uholnikova
stena [z, 7, T3, To, T10] zafarbené ako v pripade 1. Uvazujeme preto ts(xg) # 1. Koli
stenovej ceste [ug, us, r7, x5 je potom ty(xg) = 4. Pre vrchol uio ostéva iba farba 2.
Dostali sme sa k tomu, Ze 5-uholnikova stena [ug, u7, us, ug, u19] musi byt zafarbena
farebnou postupnostou (1,2, 1,3,4) z pripadu 1, ktory sme uz rozobrali.

Pripad j: Stena « obsahuje farebnu postupnost (1,2,3,2,4) alebo farebni pos-
tupnost (1,2,4,2,3). Nech {k,t} = {3,4}. Nech BUNV t (uy) = 1, ts(us) = 2,
to(ur) =k, ts(ug) = 2, ts(uz) = t. Koli stenovym cestam [us, uy, 22| a [us, uy, 22] plati
nutne t4(z2) = k. Potom vSak nutne t5(23) = 1, t5(x4) = 2, vs(z5) = 1. Koli stenovym
cestam (29, 23, 24 a [T4, 23, 24] je ts(z4) = t. Na 5-uholnikovej stene |21, 29, 23, 24, 25] je
vSak pouzita farebna postupnost z pripadu 2 alebo z pripadu 3. Tieto pripady sme
uz rozobrali, preto nestaci pouzit iba $tyri farby.

Rorobrali sme vSetky moznosti, ako mozu byt zafarbené vrcholy 5-uholnikovej
steny, ale tie nas priviedli k tomu, Ze graf A56¢) sa nedd zafarbit iba pomocou
Styroch farieb. Kedze nevieme Styrmi farbami zafarbit vrcholy 5-uholnikovej steny

tak, aby potom bol cely graf zafarbeny iba Styrmi farbami, potrebujeme na stenové
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rankingové zafarbenie grafu As¢6) asponl 5 farieb.
Na Obrdzku 24 je stenové rankingové zafarbenie ¢ grafu A(se¢) piatimi farbami

definované nasledovne:

olw) =1,  ouz) =3,  ous) =2,  ¢(ug) =5, ¢(us) = 2,
Olug) =5,  lur) =1,  Plus) =4, Pug) =1,  ¢(uro) =3,
o(v1) =3,  o(n) =2, o(v3) =1,  ¢(vg) =4, ¢(vs) = 1,
o(vg) =4,  o(vr) =1, o(vs) =2,  ¢(vy) =1, ¢(v10) = 3,
dlw) =2, Plwz) =5, d(ws) =4,  o(wy) =1,  d(ws) =3,
dlwe) =4,  olwr) =1, d(ws) =3,  ¢(wyg) =2,  d(w) =1,
o(x1) =5, o) =1, ozs) =2, é(z4) =3, ¢(xs) =1,
d(we) =3,  olar) =4,  dws) =2, d(xy) =5, ¢(z10) =2,
o(y1) =1, o) =2, o(ys) =5,  o(ya) =1, o(ys) = 3,
Olye) =4, olyr) =1, olys) =5, ¢(w) =2, oyw) =1,
P(z1) =3,  oz2) =1, O(z) =4,  oz) =1, ¢(z5) = 2,
d(z6) =1, o(ar) =2, d(zs) =3,  ¢(z9) =2, ¢(z10) =4. O

6.8 Kubooktaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov grafu kocky tak, 7ze rez sa vedie stredom

kazdej hrany. Vzniknuty graf ma vrcholy stupia 4 a steny stupiiov 3 a 4.

b, b, 1 2 1

Obr. 25: Graf (3,4,3,4)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 4 farbami
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Veta 6.8. XST(A(374’374)) =4

Dokaz. Oznacme vrcholy grafu A s34y ako na Obrdzku 25 vlavo. Tento graf sa
neda zafarbit tromi farbami. Keby sa dal, tak na vonkajsej stene BUNV t4(b) = 1,
ts(b2) = 2, ts(b3) = 1, ts(bg) = 3. Potom vrcholy ¢1, ¢4 st nutne farby 2 a vrchol ¢3 je
farby 3. Ale pre vrchol ¢y uz nezvysila ziadna z troch farieb (Obrdzok 25 v strede).
Graf dofarbime Styrmi farbami ako na Obrdzku 25 vpravo. Staci zobrat ts(cy) = 4,

ts(al) = 1; ts(a2) = 27 tﬁ(a?)) = 17 tﬁ(a4) = 4. 0

6.9 Rombokubooktaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov a hran grafu kocky (Pozri

f-transformécia). Vzniknuty graf ma vrcholy stuphia 4 a steny stuphov 3 a 4.

Obr. 26: Graf (3,4,4,4)-mnohostena

Veta 6.9. Yy (A3 a44) = 4

Dokaz. Nech st vrcholy grafu Az 44,4y 0znacené ako na Obrdzku 26. Najprv ukazeme,
ze nestaci pouzit iba tri farby.

Nech teda existuje stenové rankingové zafarbenie t, grafu A3 4.44) tromi farbami.
Stena o = [v1,v9,v6] je trojuholnikova stena, tak nech BUNV su vrcholy s touto
stenou incidujuce zafarbené nasledovne: t5(v1) = 1, ts(v2) = 2, ts(vg) = 3. UvaZujme

stenu 3 = [vq, v3, V5, vg|, ktord je so stenou « susedné. Vrcholy vz, vs nemozu byt
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zafarbené farbou 3 a musia byt zafarbené roznymi farbami. Vrchol v3 navySe nemdoze
byt zafarbeny ani farbou 2, tak nutne ts(v3) = 1. Teraz vSak uZ neostava farba,
ktorou by mohol byt zafarbeny vrchol vs, pretoze uz nemédze byt zafarbeny ani
farbou 1 a ani farbou 2. Preto na stenové rankingové zafarbenie A(s4.44) tri farby
nestacia. Zafarbenie $tyrmi farbami existuje. Staci zobrat zafarbenie ¢, ktoré je dané

nasledujicim predpisom:

our) =1, o(uz) =3, o(us) =1, o(ua) =4, ¢(us) =2, ¢(ug) =4,
o) =2, ¢(v2) =3, o(v3) =1, o(va) =3,  d(vs) =2, o(vg) =1,
owr) =1, d(w2) =2, d(ws) =3, o(ws) =1, d(ws) =2, ¢(ws) =4,
o(z1) =3, o(z2) =2, o(xs) =3, o(za) =2, o(z5) =1, ¢(x) =4

6.10 Romboikosododekaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov a hran (Pozri [-transformécia)

dvanaststena. Vzniknuty graf ma vrcholy stupna 4 a steny stupiiov 3, 4 a 5.

Obr. 27: Graf (3,4,5,4)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

o7



Veta 6.10. 4 < x5 (A@gas4)) <5

Dékaz. Graf A as4) obsahuje stenovi kruznicu dlzky 5, preto podla Lemy 2.4
na stenové rankingové zafarbenie tohto grafu potrebujeme aspon 4 farby.

Na Obrazku 27 je stenové rankingové zafarbenie A3 454y 5 farbami. O

Pozndmka: Po dlhSej analyze stenového rankingového zafarbenia tohto grafu
sme sa zatial dopracovali k takému jeho zafarbeniu, Ze farba 5 je pouzita iba
pre jeden jeho vrchol. Nutnost pouZzitia piatich farieb sa nam zatial nepodarilo
potvrdit ani vyvratit. Mame vSak pocit, Ze pre tento graf existuje stenové rankingové

zafarbenie Styrmi farbami.

6.11 Ikosododekaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov grafu dvanaststena tak, Ze rez sa vedie

stredom kazdej hrany. Vzniknuty graf ma vrcholy stupia 4 a steny stupiiov 3 a 5.

Obr. 28: Graf (3,5,3,5)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 4 farbami

Veta 6.11. XST(A(3757375)) =4

Doékaz. Tento graf obsahuje 5-uholnikovi stenu, teda aj kruznicu dizky 5 a na za-
farbenie jej vrcholov podla Lemy 2.4 potrebujeme 4 farby. Na Obrdzku 28 je stenové

rankingové zafarbenie tohto grafu Styrmi farbami. O]
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6.12 Obsekany hexaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov a obsekanim hran grafu kocky. V porovnani
s rombokubooktaédrom sa popridavaju este hrany do niektorych 4-uholnikovych
stien. Vzniknuty graf ma vrcholy stupiia 5 a steny stupiiov 3 a 4.

u, v,

X, W,

Obr. 29: Graf (3,3,3,3,4)-mnohostena

Veta 6.12. XST(A(3,3737374)) =4

Dékaz. Oznacme vrcholy grafu (3,3,3,3,4)-mnohostena tak, ako to je na Obrazku 29.
Zafarbenie Styrmi farbami existuje. Sta¢i zobrat nasledujice zafarbenie ¢, ktoré je

dané predpisom:

olu) =2, duz) =1, o(us) =3, d(wa) =1, o(us) =4, o(ug) =3,
o(v1) =3, d(v2) =1, o(vs) =3, o) =4, ¢(vs) =2, &(ve) =4,
owi) =1, d(wz) =3, o(ws) =2, o(ws) =1, d(ws) =4, o(ws) =2,
Olxr) =4, d(x2) =1, o(x3) =2, d(za) =3, o(z5) =4, o(we) =2

UkdzZeme, Ze graf A3 3334y sa neda zafarbit tromi farbami. Keby existovalo také
stenové rankingové zafarbenie v, tak BUNV na vonkajsej stene av = [uy, vg, wy, 4],
by boli tieto vrcholy zafarbené tromi farbami nasledovne: tg(uy) = 1, ts(vy) = 2,
ts(wy) = 1, ts(z4) = 3. Potom nutne t5(u3z) = 3, ts(v3) = 3 a nasledne potom aj

ts(vs) = 1 a ts(vg) = 2. Pre vy neostava ziadna z troch farieb. O

29



6.13 Obsekany dodekaéder

Tento graf vznikne orezanim vrcholov a obsekanim hran grafu dvanaststena.
V porovnani s romboikosododekaédrom sa popridavaju este hrany do 4-uholnikovych
stien. Vzniknuty graf ma vrcholy stupna 5 a steny stupiiov 3 a 5. Tato situacia je

na prvy pohlad podobné zafarbeniu grafu As 454y (romboikosododekaédra).

Obr. 30: Graf (3,3,3,3,5)-mnohostena, stenové rankingové zafarbenie 5 farbami

Veta 6.13. 4 < v, (Azss35) <5

Dokaz. Graf Az 3335 obsahuje stenovi kruznicu dlzky 5, preto podla Lemy 2.4
na stenové rankingové zafarbenie tohto grafu potrebujeme aspon 4 farby.

Na Obrdzku 30 je stenové rankingové zafarbenie tohto grafu 5 farbami. ]

6.14 Este jeden pravidelny mnohosten

Existuje este jeden pravidelny (3,4, 4,4)-mnohosten, ktory nie je archimedovsky.
Jeho graf je nakresleny na Obrdzku 31. Objavil ho Ashkinuze (pozri [12]). Pre graf

tohto mnohostena sa da dokézat tvrdenie.
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Obr. 31: Graf (3,4,4,4)-mnohostena od Ashkinuzeho
Veta 6.14. Nech A je graf (3,4,4,4)-mnohostena od Ashkinuzeho. Potom

Xsr (A) = 4.

Doékaz. Ozna¢me vrcholy grafu A tak, ako to je na Obrdzku 29. UkédZeme, Ze graf A sa
nedd zafarbit tromi farbami. Keby existovalo také stenové rankingové zafarbenie v,
tromi farbami, tak BUNV na vonkajsej stene o = [ug, vy, wy, 4], by boli zafarbené
tromi farbami nasledovne: vs(uy) = 1, ts(vy) = 2, vs(wy) = 1, ts(x4) = 3. Potom
nutne ty(u3) = 3, t5(us) = 2, ts(ws) = 2, vs(ws) = 3 a nasledne potom aj vs(vs) = 1.
Pre v5 neostava ziadna z troch farieb, lebo susedi s vrcholmi kazdej z tychto farieb.
Zafarbenie Styrmi farbami existuje. Staci zobrat nasledujice zafarbenie ¢, ktoré je

dané predpisom:

olu) =2, duz) =3, olus) =1, d(wa) =4, é(us) =2, o(us) =4,
ov1) =1, d(v2) =3, o(vs) =1, o) =3, ¢(vs) =2, &(ve) =1,
o(wr) =3, d(wz) =2, o(ws) =3, o(ws) =1, d(ws) =2, o(ws) =4,
olxr) =1, d(x2) =2, olxs) =3, d(za) =2, o(z5) =1, o(ws) =4
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali problému rankingového zafarbenia grafov. Koli jeho
zlozitosti sme sa zaoberali Specidlnou stenovou verziou tohoto problému definovane;j
na planarnych struktarach vnorenych do roviny. Silne sa pritom vyuzivaji poznatky
o rankingovom zafarbeni cesty a kruznice.

Tato praca obsahuje vysledky tykajice sa stanovenia stenového rankingového
¢isla xs pre niektoré konecné pravidelné rovinné grafy. Konkrétne sme stanovili
hodnoty tejto charakteristiky pre grafy Platonskych mnohostenov a grafy Archime-
dovskych mmnohostenov. f)alej praca obsahuje odhady ys. pravidelnych rovinnych
grafov z niektorych nekonec¢nych tried a aj odhady xs, grafov, ktoré vieme zostrojit
niektorymi jednoduchymi kongtrukciami z rovinnych grafov so znamym .
Porovnali sme stenové rankingové ¢islo s rankingovym ¢islom a napriklad aj s cyk-
lickym chromatickym ¢islom grafu.

Odhady stenového rankingového ¢isla stvisia s maximalnym vrcholovym
stupfiom a s logaritmickou funkciou parametra maximélneho stenového stupna.
Pri odhadoch sme vyuzili aj poznatky o regularnom zafarbeni planarnych grafov
a chromatické cislo grafu x,.

Dosiahnuté vysledky moézeme dalej vyuZzit pri skimani stenového rankingového
zafarbenia d'alsich planarnych strukttr vnorenych do roviny pripadne aj pri skiimani

rankingového zafarbenia vSeobecného grafu.
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